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1299. K Ö Z P O N T I  F IZ IK A I  K U T A T Ó  IN TÉ ZET  
K IA D Ó I  C S O P O R T
EXPONENCIÁLIS ABSZORPCIÓ PARAMÉTEREINEK 
MEGHATÁROZÁSA IRÁNYELOSZLÁSBÓL A LEGNA­
GYOBB VALÓSZÍNŰSÉG MÓDSZERÉVEL
Irta: Somogyi Antal és Uray László
Összefoglalás
Párhuzamos sik felületekkel határolt homogén abszorbeáló közeg 
tetejére eső izotróp sugárzás intenzitását az abszorbens alján különböző 
irányokban megmérve, az abszorpciós törvény meghatározható. Kidolgoztuk 
az exponenciális abszorpció együtthatójának ilymódon történő meghatározá­
sára szolgáló matematikai módszereket, a legnagyobb vaiószinüség elve alap­
ján, mind^a valódi, mind a vetített irányok mérése esetén. A számítások 
végrehajtásához szükséges segédtáblázatokat közöljük.
Kimutattuk, hogy az exponenciális abszorpciós törvénynek megfe­
lelő irányeloszlás cos*© -val való közelítése az abszorpciós együttható 
értékét jelentékenyen megváltoztatja, tehát ez a gyakran alkalmazott köze­
lítés nem engedhető meg.
I . Bevezetés
l .§ . Kozmikus sugárzási részecskéknek a Pöld légkörében bekövet­
kező abszorpcióját két lényegesen különböző utón vizsgálhatjuk éspedig 
vagy
a / a kiválasztott részecske-intenzitást meghatározott /p l . füg­
gőleges/ Irányban különböző tengerszintfeletti magasságokon mérjük, vagy 
pedig
b/ a kiválasztott részecske-intenzitást meghatározott tengerszint­
feletti magasságon, különböző zenitszögek alatt mérjük. /"Zenitszög-elosz- 
lás" mérése. "Vetített zenitszög-eloszlásról" beszélünk, ha a valódi ze­
nitszögek helyett azoknak egy függőleges síkon való merőleges vetületét 
mérjük./
Az a / módszerrel nyert adatok kiértékelésénél felmerülő matema­
tikai statisztikai problémákat részletesen tárgyalta Jánossy és Rupp Ll] ,
[2] . Ebben a cikkben a b/ módszerrel nyert adatok kiértékelésénél fel­
merülő problémákkal foglalkozunk.
Sok mérést tettek már közzé kozmikus sugárzási részecskék irány­
eloszlásának, vagyis abszorpciójának meghatározására. Az alkalmazott sta­
tisztikai módszerek sok esetben kifogásolhatók, a vetített szögeloszlás 
statisztikai kiértékelése pedig egyáltalán nem volt még kidolgozva eddig.
A Kozmikus Sugárzási Laboratórium munkatársainak egy csoportja 
nemrégen a kiterjedt légizáporok abszorpciós törvényét határozta meg a ve­
tített szögeloszlás kimérése utján [3] . Ezzel kapcsolatban szükségessé
vált a kiértékelés módszereinek pontos kidolgozása. Az ölért eredmények 
nyilván nemcsak a kozmikus sugárzás területén alkalmazhatók, ezért az adat- 
feldolgozás módszereit s a hozzájuk szükséges táblázatokat ezúttal tesszük
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közzé.
2.§ Feladatunkat a következőképpen fogalmazzuk: a végtelen, víz­
szintes sik felületekkel határolt z. vastagságú abszorbens tetejére 2rc 
térszögben izotróp részecskeintenzitás érkezik. Feltételezzük, hogy a ré­
szecskék az abszorbensben sem irányváltozást nem szenvednek, sem nem bom­
lanak .
A P pontban elhelyezett berendezéssel észleljük az abszorbens al­
jára leérkező részecskék irányát éspedig vagy
a / a részecske zenitszögét, vagy pedig
b/ a zenitszög merőleges vetületét egy függőleges sikra.
Minden egyes szögmérés leolvasási pontossága ± Aot . A leolvasáso­
kat célszerű úgy kerekiteni, hogy a
At* , 3Ac*., 5 Ac* , ... > (2n-3) Ac/. , Cn-I )Aok + ~  / \ /
számadatok valamelyikét jegyezzük fel, ahol AoC > 0 és n az az egész 
szám, amelyre
> (2 n ~ 2 )A < *  i  — ■ -  2Aoí. .
Az / l /  sorozatban szereplő szögeket valódi zenitszögek esetében ©,,02,...,©,, -el, 
vetített zenitszögek esetében pedig ^  -el jelöljük. Tehát
= C2i-1)Ao(. ( i = i , 2, ... , n - \  ) /2a/
= (n-< ) Ac* + y  /2b /
( Aot > 0 ; y  >(2n-2)Aot > -2AoC) .
T idő alatt összesen N részecskét észlel a detektor, ezeknek 
megmérjük a lekerekített zenitszögét /vetített zenitszögét/. Jelentse Nl^  
azon részecskék számát, amelyeknek zenitszöge kikerekitve éppen , il­
letve vetített zenitszöge kikerekitve éppen •9^  . Nyilván
N - £  N; ., b ű S 1
Az számok között természetesen a zérus Is előfordulhat. Bizonyos ese­
tekben - s további megfontolásaink csak ezekre az esetekre fognak vonatkoz­
ni - alapos okunk van feltételezni, hogy a részecskék abszorpciója exponen­
ciális, vagyis az abszorbensben befutott l hosszúságú ut után a részecske-
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intenzitás, 3(6) a következőképpen függ 4-től:
3CÜ = 0(o)exp (-t/í\) . / 3 /
Részecskeintenzitáson jelen esetben a következőt kívánjuk érteni: D(£)dcodA 
jelentse a T idő alattdo térszögben a térszög irányára merőleges dA nagy­
ságú felületen áthaladó részecskék számát, az abszorbensben befutott í 
hosszúságú ut végén.
Feladatunk mármost a következő:
Az , Mn észlelési sorozat alapján meghatározandó az 0(0)
és a 9\ paraméterek és standard hibájuk legmegbizhatóbb értéke.
3 .§ . Az észlelt Nj^ (U<,2,...,n) eloszlás a már említett befolyásoló 
tényezőkön kivül lényegesen függ még a detektor irányérzékenységétől is.
Két esettel fogunk foglalkozni:
a / Izotróp detektor esete. Izotrópnak nevezzük a detektort, ha 
érzékeny felülete és megszólalási valószinüsége minden irányból nézve 
ugyanaz.
b/ Koszinuszos detektor esete. Ilyen esetről beszélünk, ha a 
detektor érzékeny felületének és megszólalási valószinüségének szorzata 
arányos cos^© - val, ahol ©a zenitszög, ^ tetazésszerinti ismert állandó. 
/A koszinuszos detektor = 0 speciális esetben izotróp detektort jelent/.
I I .  A paraméterek meghatározása a valódi /nem vetített/ zenitszögek
eloszlásából.
4-.§. A © zenitszög alatt érkező részecske az abszorbensben 
C= z sec © utat tett meg. / 3/  szerint tehát - figyelembevéve a részecskék 
stabilitását és mozgásirányuk változatlanságát - a P pontban © zenitszög 
alatt beérkező részecskék intenzitása a következőképpen függ © - tói:
0 (z ,6>) =■ 0 (0 ) exp (-z sec 0 /í\ ) . / 4 /
Az észlelt részecskék irányának eloszlásfüggvénye pedig - a 
detektor irányérzékenységének figyelembevételével -
= CJ (z  , 0 )  • A cos0© = A 0(0 ) cos”8® exp (-z sec ©/'X)
alakba irható, ahol A a detektor geometriai méreteitől függő felület­
nagyság. A
z/'Á m X , A 0 (0 )  - 3- /s /
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jelölésekkel a szóbanforgó zenitszögeloszlás a következő alakba irható:
3 (x ,0 )  = 3-cos^0 exp C- x sec © ) • / 6 /
5-§. A 3-,x konstansokat a legnagyobb valószínűség /maximum 
likelihood/ módszerével hatorozzuk meg.z ismert lévén, x -bői / 5/  segít­
ségével 'X meghatározható.
A [(2l-2)AoI;2íAoG  zenitszög-intervallumban, /ahol azonban
2nAo<> helyett irandó/T idő alatt beérkező részek számának várható 
értéke
N[ = 2jt ,
ahol
2LA*
-f^íx.ft) = cos^ © sún 0  exp C- x sec 0 )d 0  / 7 /
(2i-2)Aoi.
/  i = 1,2,..., n , de 2nA<* helyett Írandó/.
Annak a valószínűsége, hogy az adott szögintervallumban T idő 
alatt helyett pontosan Nl^  számú részecskét észleljünk:
—  N; _
Ni .
NI:!’I/*
Tehát annak a valószínűsége, hogy az adott szögintervallumokban 





p _ 9 £n P p dinP
1 ~ 9 3  5  ^ - 9 x
p  9 Ü n P  D _ a2en p n _ a2tnp /8 /
11 9 3 2 ’ 12 9 3  a X ’ 22 9x2
jelöléseket, J  és x értéke a
P1 = 0 , P2 = °  / g/
egyenletrendszerből határozható meg, éspedig x meghatározására a következő 
egyenletet nyerjük:
A  _  fCx.^-í)




f Cx.fl) = 21 f- Cx,y)  . / n /
L * \
Könnyen igazolható, hogy azonos a 3+2 -edrendü exponen­
ciális integrállal:
00
fű t ,3 ) =  E,ö+2 (x )  = J u  C?s+2)e U* d u  , 7 1 2 /
tehát / 10/  a következő alakba irható:
y  _Ni . .
&  N f ú U .ö )  E ^ 2(x)
hetjük;
3- értékét - x ismeretében - a következő összefüggésből nyer-
. q. _ N
2 í t E „ +2( * )  1 / H /
Nem ismeretes olyan táblázat, amely Ea+2 értékét 3< 3  + 2 < 4 
esetén kellő pontossággal tartalmazza, ezért az E ^ / E ^ +2 hányadost 3 = 1,4 
és 3 = 1,6 esetén numerikus integrálással kellett meghatározni, /l .l .t á b ­
lázat/. Ezeket, valamint a többi táblázatokban és grafikonokban szereplő 
értékekek is a Központi Fizikai Kutató Intézet elektronikus számológépén 
határoztuk meg.
6 .§. A /1 3 /  egyenlet megoldása rendkívül fáradságos. Ha azonban
Aoí. elég kicsi, akkor az integrálközépértéktétel alkalmazásával /1 3 /
könnyen kezelhető alakra hozható.
Ha Act olyan kicsi, hogy
cos® © sin © exp(-x sec 0 )
a [C2ó-2 ) Ao<.-j 2tAc<3 intervallumban első közelítésben állandónak tekint­
hető, akkor
f-Cx.,3 ) «  cos® sin 0¿ exp ( - x sec ©  ^) • 2 AcK.
( jelentését 1 . / 2/  alatt )
s igy /14/-ből a következő egyszerű egyenletet nyerjük:
t  A  sec © t = . / " /
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A baloldal nem tartalmazza u. -et, csupán az észlelési adatokat, tehát a 

















































































A g=0 .-¡5 = 1,3 = 2 oszlopok a [4]-ben közölt értékekből vannak számítva, 
a '8=1,4 es 3 = 1,6 oszlopok számítása numerikus integrálással tör-tént.
7 .§ . A / 9 /  egyenletek megoldásával nyert paraméterértékek hi­
bája, mint ismeretes, a következő formulákkal számítható:
(d 3 )2 = <C3-< 3- > )2 > = - 




< P-n > 
D2
D =  < ^ > < P 22> ~ < P 12>
Egyszerű számolással nyerhető, hogy
C = 1
< P n > - 2 *  £ „ „ ,(* )
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<P22> -t az integrálközépértéktétellel átalakítva
tehát
< P 2 2 > - 2 n 5 E ? ( x )






Vn VÉ0 (xjÉ:0+2(x)-E|+1u )
W V Í,U )Ea+2U ) - E | ^
-N






A /1 6 / jobboldalán szereplő exponenciális Integrálokat x= 2,5,10,15 
és 20 esetén numerikus utón meghatározva nyertük az 1 . és a 2 . ábrán 
látható grafikonokat, amelyekről \fFJ<53-/3- és >/Náx értéke leolvasható.
I I I . A paraméterek meghatározása a vetített zenitszögek eloszlásából.
8 ,§. A valódi zenitszög mérése gyakran okoz nehézségeket, A ré­
szecskék nyomának Wilson-kamrában történő fényképezése esetén, például, a 
valódi zenitszög csak sztereofényképezéssel és bonyolult szögmérésekkel és 
számításokkal határozható meg. Többszáz, vagy többezer részecske valódi 
zenitszögének meghatározása ezen az utón még elektronikus számológépek al­
kalmazása esetén is rendkívül nagy feladat.
Rendkívül egyszerűen, egyetlen fényképfelvételen, egyetlen pri­
mitív szögméréssel nyerhető ellenben az a szög, amit a részecske pályájá­
nak egy függőleges sikra /nevezzük a továbbiakban képsiknak/ való vetülete 
alkot a függőlegessel: ezt a szöget nevezzük vetített zenitszögnek. Az ab­
szorpciós törvény paraméterei a vetített zenitszögek eloszlásából is meg­
határozhatók. Az eljárás valamivel bonyolultabb, mint a valódi zenitszögek 
esetében, de a dolgozatunkban alább közölt táblázatok segitségével arány­
i g  egyszerűen végrehajtható.
9 .§ . Exponenciális abszorpciót tételezve fel, határozzuk meg az 
észlelt részecskék vetített zenitszögének elméleti eloszlásfüggvényét,
3-* C x., •O-) -t: 3 *(x,\)-) d-5- jelenti azoknak a részecskéknek a számát, ame­
lyeket T idő alatt, (i9,'9 + d $ )  vetített zenitszög alatt észlelünk a z=xí\ 
mélységben elhelyezett berendezéssel, amelynek irányé;'?.ékenysége ~cos^ 0




/  <p jelentése a J.ábrából látható/, továbbá
dco = cos ip dtp d\9-,
a z é r t
ahol
A 3. ábráa az / Y Z /  sik a 
képsik, amslyre merőlegesen 
vetítjük minden részecske pá­
lyáját. Nyilvánvaló, hogy min­
den olyan RO iránynak, amely 
az AB,C és A.iaC főkörök hatá­
rolta térszögben érkezik, $  
és közötti vetített ze­
nitszöge van. Ezért
—  J 3-(x,0)dGj ,
ahol az integrál az AE^C és 
ABjC főkörök határolta tér­
szögre terjesztendő ki. Mivel 
/ 6/  szerint
3-Cx,©) = Scos ’**© ex.p(- x  sec 0 ) }
továbbá
cos 0  = cos -O-cos ip
=  3-cos^iS" g C *  sec ■&, 3  ) /\n/
gCxsec&.fl) = 2 J cos^+1cf) exp (-x. sec ö-sec i|>) dtf *
■10.§. A /1 7 /  eloszlásfüggvény alapján 3 és a legnagyobb való­
színűség módszerével meghatározható.
Jelentse N* azoknak a T idő alatt észlelt részecskéknek a számát, 
amelyek vetített zenitszöge abszolút értékben (£l~2.)Ac< és 2iAol. közé esik 
/  ö =• , de 2nAc* helyett ííL Írandó/. Jelentse továbbá N*az N*
várható értékét. További jelölések:
NT - i = 1 
2.ÓA©t
h^(x,^) = J cos"8 -0- g C sec $ ) d d -  
(2i,-íD&d.
n
h ( * , $ )  =  H  h LC x )
t a 1
/  i ^  il2 )...)n , azonban 2nAot helyett ^  Írandó/.
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Nyilván
N? = 2 ^ h t C x , ^ )
Annak valószínűsége, hogy éppen N*, ,..., KJ * számú részecskét







3- éa x meghatározása céljából tehát a
P * =  0 » Pí  ~  0
egyenletrendszert kell megoldani, [v .ö . / 8/  ] , ahonnan x megoldására a 
következő egyenlet adódik:
" Ni* hc(x lö-1) h (x (25-1)
Z. * lo./u L./., • / 1 6 /¿ = 1 N h-Cx.fl') h(x,2j)
Bebizonyítható, hogy
h í x , ^ -) =  atfíx.fl) =  ^ E ^ C x )  , /\$/
ugyanis 2at3- f ( )  és (Z^hCx/g) egyaránt a felső féltérből T idő alatt 
a detektorra eső, regisztrált részecskék számának várható értékét jelenti, 
a különbség az integrálás sorrendjében van. Tehát /1 9 /  a következő alakba 
irható:
Y_ __ U )  '
M* h iCxl?S) "  E * +*.<x) ' /2 0 /
9- a következő összefüggésből számítható:
3- = N * / ( í i t E í + t( 1( ) )
/ 20/  jobboldala x. függvényében az 1 . táblázatban található..
1 1 Z20/  megoldása céljából alkalmazzuk h;-re az integrálközép- 
ertektételt. Ha A* olyan kicsi, hogy cos*$9( x s e c ^ ) állandónak tekinthető 
a L(2(.-2)A<X; 2lA<*J intervallumban, akkor /2 0 /  igy irható''
■f £ „ * , ( * )
i . | N *  1 9 ( x s d c « í > z )  E < i S t x ) > / 2 ' /
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/  ■^¿ jelentését lásd / 2/  alatt/.
A valódi zenitszögekre vonatkozó analóg /1 5 / egyenlettel szemben 
itt az a lényeges komplikáció lép fel, hogy a baloldal is függ x -tői. 
/ 21/  megoldása céljából tehát a
*hJ cos^ipexpí-x sec &  sec tp)d^g(x sec <) 
sec
J cos*+ ij> exp C- x. sec &  sec ) di|>
=  S B ( t )  /2 2  /
C "t = X sec &  )
sulyfüggvényt különböző 3  -ra táblázatokba kell foglalni / 2 .táblázat/. E 
táblázatok^ valamint az adott (i, = (,2 , ... ,n) és N* Ct= 1,2,..,n) értékek 
segítségével /2 1 / baloldalát mint x függvényét kell ábrázolni. E görbének 
és az E ^ +^tx) / E ^ +2(x ) görbének a metszéspontja szolgáltatja x értékét.
2 . táblázat 
Az S (^-t) függvény értékei
t 0 = O -a = < Ti = ^ ö = 3 = 2
1 .0 1,1997 1,1504 1,1362 1,1300 1,1190
1 ,1 1,1904 1,1450 1,1318 1,1259 1,11561,2 1,1820 1,1400 1,1276 1,1222 1,1124
1,3 1,1744 1,1354 1,1238 1,1186 1,1094
1,4 1,1675 1,1311 1,1202 1,1154 1,1066
1,5 1,1612 1,1272 1,1169 1,1123 1,10401,6 1,1554 1,1235 1,1137 1,1094 1,1015
1,7 1,1500 1,1200 1,1108 1,1066 1,09911,8 1,1450 1,1167 1,1080 1,1040 1,0969
1,9 1,1404 1,1137 1,1054 1,1016 1,0948
2,0 1,1361 1,1108 1,1029 1,0993 1,0927
2 ,1 1,1320 1,1081 1,1005 1,0971 1,0908
2,2 1,1282 1,1055 1,0983 1,0950 1,0890
2 ,3 1,1247 1,1030 1,0961 1,0930 1,0872
2 ,4 1,1213 1,1007 1,0941 1,0911 1,0855
2,5 1,1182 1,0985 1,0922 1,0893 1,0839
2,6 1,1152 1,0964 1,0903 1,0875 1,0824
2,7 1,1124 1,0944 1,0885 1,0858 1,0809
2,8 1,1097 1,0924 1,0868 ■ 1,0842 1,0795
2 ,9 1,1071 1,0906 1,0852 1,0827 1,0781
3,0 1,1047 1,0888 1,0836 1,0812 1,0768
3,1 1,1024 1,0871 1,0821 1,0798 1,0755
3,2 1,1002 1,0855 1,0807 1,0784 1,0743
3,3 1,0981 1,0839 1,0793 1,0771 1,0731
3,4 1,0960 1,0824 1,0779 1,0758 1,0719
3,5 1,0941 1,0810 1,0766 1,0746 1,0708
. 3 ,6 1,0923 1,0796 1,0754 1,0734 1,0697
3,7 1,0905 1,0783 1,0742 1,0723 1,0687
3,8 1,0888 1,0770 1,0730 1,0712 1,0677
3,9 1,0871 1,0757 1,0719 1,0701 1,0667
4,0 1,0856 1,0745 1,0708 1,0690 1,0658
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■fc 0 * 0 « = 4 $ =  1A a = i,6 .3 = 2
50 1,0155 1.0151 1.0149 1.0148 1,0147
51 1,0151 1,0147 1,0145 1,0144 1,0145
52 • 1,0146 1,0142 1,0141 1,0140 1,0159
55 1,0142 1,0158 1,0157 1,0156 1,0155
54 1,0158 1,0155 1,0155 1,0155 1,0151
55 1,0155 1,0151 1,0150 1,0129 1,0128
56 1,0151 1,0128 1,0127 1,0126 1,0125
57 1,0128 1,0125 1,0125 1,0125 1,0122
58 1,0124 1,0122 1,0120 1,0120 1,0119
59 1,0121 1,0119 1,0118 1,0117 1,0116
40 1,0119 1,0116 1,0115 1,0114 1,0115
40 1,0119 1,0116 1,0115 1,0114 1,0115
45 1,0106 1,0104 1,0105 1,0105 1,0102
50 1,0096 1,0094 1,0095 1,00 95 1,0092
55 1,0087 1,0086’ 1,0085 1,0085 1,0085
60 1,0080 1,0079 1,0079 1,0078 1,0078
65 1,0074 1,0075 1,0075 1,0075 1,0072
70 1,0069 1,0068 1,0068 1,0068 1,0067
75 1,0065 1,0064* 1,0064 1,0065 1,0065
80 1,0061 1,0060 1,0060 1,0060 1,0059
85 1,0057 1,0057 1,0056 1,0056 1,0055
90 1,0054 1,0054 1,0055 1,0055 1,0055
95 1,0051 1,0051 1,0051 1,0051 1,0050
100 1,0049 1,0048 1,0048 1,0048 1,0048
100 1,0049 1,0048 1,0048 1,0048 1,0048
110 1,0045 1,0044 1,0044 1,0044 1,0044
120 1,0041 1,0041 1,0040 1,0040 1,0040
150 1,0058 1,0058 1,0057 1,0057 1,0057140 1,0055 1,0055 1,0055 1,0055 1,0055
150 1,0055 1,0055 1,0055 1,0055 1,0052
160 1,0051 1,0051 1,0031 1,0051 1,0050170 1,0029 1,0029 1,0029 1,0029 1,0029
180 1,0027 1,0027 1,0027 1,0027 1,0027
190 1,0026 1,0026 1,0026 1,0026 1,0026
200 1,0025 1,0025 1,0025 1,0025 1,0024210 1,0024 1,0025 1,0025 1,0025 1,0025220 1,0025 1,0022 1,0022 1,0022 1,0022
250 1,0022 1,0021 1,0021 1,0021 1,0021
240 1,0021 1,0021 1,0021 1 , 002.1 1,0020
250 1,0020 1,0020 1,0020 1,0020 1,0020
260 1,0019 1,0019 1 ,o£ l9 1,0019 1,0019270 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018
280 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018
290 1,0017 1,0017 1,0017 1,0017 1,0017500 1,0017 1,0016 1,0016 1,0016 1,0016
500 1,0017 1,0016 1,00.16 1,0016 1,0016
550 1,0014 1,0014 1,0014 1*0014 1,0014
400 1,0012 1,0012 1,0012 1,0012 1,0012
450 1,0011 1,0011 1,0011 1,0011 1,0011
500 1,0010 1,0010 1,0010 1,0010 1,0010
550 1,0009 1,0009 1,0009 1,0009 1,000 9
600 1,0008 1,0008 1,0008 1,0008 1,0008
650 1,0008 1,0008 1,0008 1,0008 1,0008
700 1,0007 1,0007 1,0007 1,0007 1,0007
750 1,0007 1,0007 1,0007 1,0007 1,0007800 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006
850 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006
900 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006 1,0006
950 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,00051000 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005
- 416 -
12 .§. 3- és x hibájának meghatározása ugyanugy hajtandó végre, 
mint azt a 7.§-ban le irtuk, csak P és deriváltjai helyébe mindenütt P* és 
deriváltjai Írandók.
Esetünkben
p4f> = - N * /  3-
p<;> -
n




Ez utóbbit az integrálközépértéktétellel átalakítva: 




\ f u<-2 ,, q2(x sec$, )
Cx) = ±  j cos* -2-----¿ 1 —  . m /
o Q(x sec'ö-, 25 )
Kq (x ) néhány értékét a 3. • táblázatban állítottuk össze. / 1 4 /  tekintetbe­
vételével
cS X =
A /2 5 / jobboldalán szereplő törtek értékét mellett
kiszámítva és számára a 4. és 5. ábrán feltüntetett grafi­
konokat nyertük.
A 4. és 5. ábra grafikonjait összehasonlítva az 1. és 2 . ábra gra­
fikonjaival, megállapíthatjuk, hogy a vetített szögeloszlásból az abszorp­
ciós együttható mintegy 35 - 40 %-al nagyobb hibával határozható meg, mint 
a valódi szögeloszlásból. Esetenként külön mérlegelendő, hogy érdemes- e a 
valódi zenitszögek mérésével járó óriási munkatöbbletet vállalni a pontos­
ság 35 - 40 %—03 növelése érdekében.
13« §. A /2 4 /  egyenlet megoldása is elég tetemes numerikus számo­
lást igényel. Jánossy mutatott rá arra, hogy ilyen esetekben igen sok előny- 
nyel jár a Newton—féle iterációs eljárás alkalmazása, mert az eljárás rend­
kívül egyszerűen végrehajtható, többnyire gyorsan konvergál és az iterációd
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A /2 5 / jobboldalán szereplő törtek értékét x = 2, 5 , 10,(5,20 
mellett kiszámítva '/N*c5'3-/3 és \Fn*<5x számára a 4 . és 5. ábrán feltünte­
tett grafikonokat nyertük.
A 4 . és 5. ábra grafikonjait összehasonlítva az 1. és 2 . ábra gra­
fikonjaival, megállapíthatjuk, hogy a vetített szögeloszlásból az abszorp­
ciós együttható mintegy 35 - 40 %-al nagyobb hibával határozható meg, mint 
a valódi szögeloszlásból. Esetenként külön mérlegelendő, hogy érdemes- e a 
valódi zenitszögek mérésével járó óriási munkatöbbletet vállalni a pontos­
ság 35 - 40 $-os növelése érdekében.
13. §. A /2 4 /  egyenlet megoldása is elég tetemes numerikus számo­
lást igényel. Jánossy mutatott rá arra, hogy ilyen esetekben igen sok előny­
nyel jár a Newton-féle iterációs eljárás alkalmazása, mert az eljárás rend­
kívül egyszerűen végrehajtható, többnyire gyorsan konvergál és az iterációs
3 .táblázat
A függvény értékei
X 0II -3 =  -1 'ö = 4^ -8 =  1,6 3 = 2
2 6,596.10" 2 4 ,785.10“ 2 4 ,298.10“ 2 4,080.10“2 3,699.10“ 2
5 1,336.10“ 3 1 , 132 .10“ 5 1 ,076 .10"5 1,046.10“5 9,907-10“4
10 4 ,526.10-® 4,146.10“6 4 ,010 .10“ 6 3 ,945.10“ 6 3 , 813 . 10“ 6
15 2,035.10“8 1 ,916.10“8 1,872.10“8 1 , 850. 10“ 8 1 ,808 ,10“8
20 1 ,030 . 10~10 9,827.1o“11 9,656.1o“ 11 9, 561. 1o“11 9,397.1o" 11
4 .ábra 5 .ábra
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egyenletek együtthatói P* másodrendű logaritmikus deriváltjai ( < p * > } 
<C P-)2 ^ ^ ^22 ^  ) j amelyeket a hibaszámitáshoz amugyis meg kell hatá­
rozni. /lásd pl. [ll /
9 és x egy közelitő értékét /  3"0 , x0 /  valamilyen közelitő 
eljárással meghatározva a következő közelítés /  3-^x.i/  a következő iterá­
ciós egyenletekből határozható meg:
( ^ 0 +  ^  ^  ^^ O) * 0 ^  +  ^X1- *0  ^  ^  ^ 12  ^ = ®
/  26/
p ; c v v * ‘ V V < p , Í « „ . v > * c * 1- *0> < P í íC 3 o .*0»  = °  •
Esetünkben
írni
Pa*C3,»> = M E  „ ( , ) - Í > i ;  hét»,g-1) _
C=1 ^ ( * , 3 )
P2 kifejezésében a h- integrálokra a középértéktételt alkalmazva 
/v .ö . /2 2 /  /
P2*(3-,x) íü ¿ít3E^+1(x) - N * sec ^  S^Cxsec i3^) } /2 8 /
/  ^  jelentését lásd /2 /  alatt/.
/2 3 /, /2 7/ ,  /2 8 / , valamint a és az táblázatok segítségével tehát 
felírhatjuk a /2 6 / alatti iterációs egyenleteket s igy megfelelő számú lé­
pésben 5 és x tetszés szerinti pontosságú értékét nyerhetjük.
.^ .V •—Közelitő el.iarasok a paraméterek meghatározására.
14. §. Gyakran alkalmazott közelítés a következő: Minthogy
( l ' + s ) e  ■s = i  - Ü  - . . .2. 3
azért 0= s = 0,2 esetén 2%-nál kisebb hibával
C i + s ) e "s «  l
1 + S helyébe sec 0- t  írva, Oé ©< 33° esetén 2%-nál kisebb hibával
- ( sec © - \)
e ~ cos 0  /29//
3 igy / 6/  helyett
irható, ahol
s e x , ® )  = 3 „ c « « e  /3o/
30 - 3-e-
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/ 30/  alakú eloszlás esetén
2.CAoí.
= 2jc3-0 J cos*+* 0  sin 0  d© }
(2i.-2)Aol
és a / 9/  egyenletrendszer x meghatározására a következő egyenletet adja:
2.LÜOÍ.
^ J c o s * *  ©  sin © £n cos 0  d ©
v  (2t-2)Aol \
J cos 0  sün © d©
C2t-2)Acl
amit az integrálközépértéktétel segítségével a
Z . -TT ín cos = -  ------1------ / 3 </
í = 1 |X) 1 -t- -y -t- x
alakba Írhatunk.
/3 1 / egyszerűbb, mint az analóg / I 5/  egyenlet, bár a / 15/  egyenlet 
megoldása sem jelentett különösebb nehézséget.
A /2 9 / közelítés előnye azonban vetített szögeloszlás kiértékelé­
sénél domborodik ki igazan. /2 9 / segítségével ugyanis a vetített zenitszö— 
gek eloszlása / 17/  helyett a következő alakba irható:
3 - * ( * , £ )  .= 3 *  co s* 4^  ,
ahol .
if/2 /2>2./
K  “ ^ 0  í  c o s '* * '*^  dtp .
0
Tehát, ha a valódi zenltszögek eloszlása cos*+x0  alakú, akkor a vetített 
zenitszögek eloszlása Is cos*+>$  alakú. / 32/-ből
2.CA0L
W * = 2 3 *  j cos* + * i > d &
(2C-2)Ao<.
s ennek alapján a /9 /  egyenletrendszer x -re a következő egyenletet szol­
gáltatja:
íi A ot v/^
j  cos'X+X'íHncos$di9- í cos6**$tr\cosd'd'8-
jr Ü Í  _____________________ _____ _ _o_____________________  , ,
~7\ N* */z '




V z __ ( r- in/2 r- f ~ ' |^ I
j C O ^ d d -  = .y . .2rJ—
( f ) 1
azért bevezetve a
vu ( s ) = — tn ( s ! )
' d s
jelölést és / 33/  baloldalát az integrálközépértéktétellel egyszerüsitve
= ± [ T ( * i p L )  .  y(-5ií-)J . / « /
A baloldal x -tői független numerikus érték, a jobboldalon szereplő 
y /digamma/ függvény értékei pedig táblázatokból kikereshetők /p l . 
C5] / .  Tehát /3 4 / alapján x értéke táblázatból való visszakereséssel egy­
szerűen megállapítható.
15. §. Bármennyire egyszerű is a /2 9 /  közelités alapján x 
meghatározása, az eljárás mégsem alkalmazható, mert x értékébe meglehe­
tősen nagy szisztematikus hibát visz be. Igaz, hogy a /2 9 / közelités csak 
nagy zenitszögek alatt érkező részecskéknél hibás és aránylag kevés ré­
szecske érkezik nagy zenitszög alatt, azonban a / 31/ ,  illetve a / 34/  egyen­
let baloldalán a kis zenitszögekhez tartozó -k sulyfaktora / -ín cos © 
ill . ín  cos /  közel zérus, mig a nagy zenitszögekhez tartozó ^  -k a- 
ránylag nagy súllyal jönnek tekintetbe. Az itt elkövetett hiba érezhetővé 
válik.
4 .táblázat






elve /  / 2 l/e ­
gyenlet/ alap­
ján
a /3 4 /  köze­
litő egyenlet 
alapján
a / 35/  közeli­






1 1 , 8 + 0,72 
9,8 + 0,74
13 ,5± 0,76 
11 ,*± 0 ,79
1 1,8  ± 0 ,72 
9,9 + 0,75
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Állításunk igazolására két numerikus példát közlünk / l . 4 . táblá­
zat/. Mint látszik, a /3 4 / egyenletből számított x érték mindkét esetben 
lényegesen eltér a legnagyobb valószinüség elve alapján számított helyes 
X értéktől.
16.§. Kielégítő pontosságú közelítést nyerhetünk x -re a kö­
vetkező egyenlet megoldása utján:
v- Mi* o Q- h'f x , )X .  _  in  COS =  -7-7 — T  ) /S S /
(.= 1 N* L h (x )
ahol
ir/2 '
h'Cx ,-q) = J c o s*  ■$- g (x  secö ,-g) ?n cos $
o
rj
/ 35/-ből torzitatlan becslést kapunk x -re, mert 21 M*?ncos^/M* 
várható értéke valóban h'Cx^) / h ( x , 3 ) . A  / 35/-ből meghatározott
X érték hibája valamivel nagyobb lesz, mint a legnagyobb valószinüség 
elve / / 21/  egyenlet/ alapján számított x hibája, az eltérés azonban nyil­
ván nagyon kicsiny. Ugyanis a
X. —±~ ÍnC0S $ ;  — x  Incosü :  / 3 6 /
N*  ^ c-i N*
egyenlet adja a legkisebb hibát, ha a szögeloszlás rj cos'í + x •ö- tipusu; a 
valódi szögeloszlás / / 17/egyenlet/ nem nagyon tér el a ^  cos***&  típus­
tól, tehát a / 36/-ból meghatározott x hibájától, /ismeretes, hogy x hi­
bája,- amelynek legkisebb értéke a legnagyobb valószinüség elvével találha­
tó meg - meglehetősen lapos minimummal b ir ./
A /3 5 / alapján meghatározott X érték hibáját a szokásos elvek 




\ ¡V'fx.'ö) - h(x,75 ) H 2 (x, $  )
= |  cos"5 ^9 Cx sec ■8-,'q) C ín co s  i9-) d $  ,
o
= h 'C x  , 3  ) /  h ( x  , 3  )
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A / 35/  egyenletet lényegesen könnyebb megoldani, mint a / 21/  
egyenletet, mert / 35/  baloldala nem tartalmazza x. -et.
A 15.§.-ban emlitett méréssorozatokból meghatároztuk x -et a 
/35/  egyenlet alapján is .x Az eredményeket ugyancsak a 4 . táblázat tünteti 
fel. Mint látszik, a számszerű értékek /még a hibák értéke is / majdnem tel­
jesen somosak a legnagyobb valószinüség elve alapján meghatározott értékek­
kel.
A szerzők őszinte köszönetüket fejezik ki Jánossy Lajos akadémi­
kusnak útmutatásáért és tanácsaiért.
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h'Cx.fl) és h "(x^) táblázatát Cní - o, 1, 2, . . .  ) függvény­
sorral történt előállítás alapján számítottuk. A sorbafejtós gondolatáért és 
vegrehajtasaert Nemeth Géza tudományos munkatársnak tartozunk köszönettel.
A MÁGNESEZETTSÉG MEGHATÁROZÁSA ALACSONY HŐMÉRSÉKLETEN
A GREEN-FÜGGVÉNY -MÓDSZER ALAPJÁN.X
Irta: Praveczki Endre
Összefoglalás
A Green-függvény módszer segítségével meghatározzuk a Heisen- 
berg-modell mágnesezettségét a Dyson-féle spinhullámelmélet keretei “között: 
olyan eredményt kapunk, amely csak a T4 -es tagban mutat kis eltérést' 
Dyson eredményeitől.
1. A ferromágneses anyagok leggyakrabban használt modelljének, 
a kvantum-mechanikai Heisenberg-modellnek az alacsony hőmérsékletek tarto­
mányában /az abszolút zérus foktól kb. a Curie-hőmérséklet feléig/ érvényes 
közelitő tárgyalási módját a spinhullám elmélet adja, amelynek alapjait 
Bloch [l] vetette meg, felismervén, hogy a ferromágneses anyagok legala­
csonyabban gerjesztett állapotaiban a kompenzálatlan elektronspinek /fer­
romágneses spinek/ egymáshoz képest szabályos, bizonyos irányokban állandó 
fázis különbséget mutató processziót végeznek /spinhullám/. Feltehető, hogy 
az elemi gerjesztések /ferromagnonok/ egymás hatására nem változtatják meg 
állapotukat /nincs köztük kölcsönhatás/, tehát a magnonok komplexuma sza­
bad gáznak tekinthető. Ezen feltevés alapján azt kapta, hogy a cr=i(S*'>/S = 
spontán mágnesezettség
<T = i - CÁ0T 3/í
alakban változik a hőmérséklettel, ahol c<0 numerikus állandó.
Utána többen megpróbálkoztak avval, hogy Bloch elméletét tovább 
fejlesztve a spinhullámok kölcsönhatását is figyelembe vegyék a mágnese- 
zettség és egyéb mennyiségek kiszámításához. Ezen törekvések két irányba 
vezettek. Az egyik irányt követve Dyson [2] , a másik irányt követve pedig 
Holstein, Primakoff [3] és Oguchi [4] alapozták meg a spinhullámok kölcsön­
hatásának elméletét.
A két elmélet különbségét abban foglalhatjuk össze, hogy mig 
Dysónnál az ,
s k = \fzs
s-k ,  \ G s « - - ^ ) c k
Sí = S  - nk , r,U = ,^kc k
oc. , 2S-(
Cub\-b\cu - Purfkt Pu =
A dolgozat megírása után értesültünk arról, hogy más formalizmussal hason- 
e^edményhez jutott R.A. Tahir-Khell and D.ter Haar, Phys.Rev. 127. 1.
88-/l962/
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relációkkal , addig Holstein, Primakoff és Oguchi elméletében az
Sk .  1/25if' • a k ’
Sfe - S  = cx^ct^
“a ka+g - a\ a u = Puókí , J[0(-r'k~')^
relációkkal állitjuk elő az S k , S k , spinoperátorokat,
ahol a fc>£ , c k illetőleg cfk > ctk operátorok jelentése:
Fourier-transzformáltjaik a spinhullámok emissziós, illetőleg abszorpciós 
operátorait adják az egyik, illetőleg másik elméletben.
A mágnesezettséget Byson, illetőleg Oguchi határozta meg kellő 
pontossággal. A két elmélet közel azonos eredményhez vezetett:
ahol a -es tag irja a kölcsönhatást /  az előzőek még a spinhullámok
kinetikus energiáiból származnak /  és a különbség csupán az, hogy a Dyson- 
elméletben c = 0 ,3 , a Holstein-Primakoff-Oguchi-elméletben pedig c = 0,2
Mind Dyson, mid pedig Oguchi a klasszikus módszerekkel hatá­
rozták meg a mágnesezettséget: kiszámították az állapotösszeget, s ebből 
diferenciálással nyerték a mágnesezettséget. Uj momentumot jelent ezért 
Jakovlev [5 ] munkája, aki a spinhullám kölcsönhatások Holstein-Primakoff- 
Oguchi-elméletében a statisztikai Green-függvény-módszért alkalmazta és 
hasonló eredményhez jutott, mint Oguchi - azzal a különbséggel, hogy 
nála c=0,2 helyett.c = o jött ki.
Jakovlev eljárásának előnye, hogy viszonylag könnyen el lehet 
jutni a mágnesezettség képletéhez. A következőkben ezért alkalmazzuk a 
statisztikai Green-függvény módszert a Dyson elméletben i3 a mágnesezett­
ség meghatározására.
2 . Tekintsük a ferromágnesek Heisenberg-modelljének Hamilton- 
operátoráts
H = - M a e z s 'k - z .3 k. t[ists- ( + i s ;s t * s | ;s í  .
Ez a bu , c k , n k operátorokkal a következő alakot ölti:
H = E o + jM-93  ^ Z  3k_e b+k c e ) 2 S +  b+k n ec e - n k n e ] . /< /
Ha meghatározzuk a
G keC-fc-t’; = <<ckCt)| b+e(t’)>>
Green-függvényt, akkor könnyen megkapjuk a < bg(t') c k(t )> korrelációs
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függvényt, illetőleg a
CT = 1- < n u> / 5
mágnesezettséget. A Hamilton-operátor /l/alakjával azonban bonyolult, 
több fajta magasabbrendü Green-függvényt tartalmazó differenciál egyen­
letet kapunk G^gCt-t') számára:
- ^ - « C ^ l b ^ »  = < Pk> -  i  { /¿gX'C'v.CjJ b ^ »  + [ ,2S«C(J bg^> -
Clt -f-
— 25 I bg^ í* + Pk I b ^ ^  + b^c^c^ I b  ^^  ^  Pkn^Cj I bg y)> ^  .
/  Itt felhasználtűk, hogy
-4r ACfc) = L[H,ACt)] at
alapján kell képeznünk a differenciál-hányadost./
Végezzük el ezért először is azt a közelitést, hogy a 
projekciós operátort /  amelynek sajátértéke a maximálisan gerjesztett, 
tehát az alacsony hőmérsékleten ritkán előforduló állapotot kivéve 
mindegyikben 4- \ / — 4-1 -el helyettesitjük, ahogy azt hallgatólagosan
Jakovlev is teszi. Akkor azt kapjuk, hogy
A .dt G u(La ~ t ')= ő kíó a - t ')- i{ /jL92 iG kíct-t,) + z r '3u^ [ 2 S G uía - t 1)-
- 2S G í£a- t>) + Gw e ct-t')+Gfkue(t-t,)-2Gífl<ea-t>)3} , / 1 /
ahol
= « b J C t )c gCt)ck(t)|b+e(t’) »  .
A G^^Ot-t’) Green-függvényeket - felhasználva, hogy alacsony 
hőmérsékleten jó közelitést jelent a spinhullámokat függetleneknek, a 
bt , Cg operátorokat, tehát Bose-operátoroknak tekinteni - a Wick-
teoréma alapján vezethetjük vissza a Green-függvényekre:
Gw e (t-t’) = 2 < n 0> G ffcCt-t’)
G ÍUk^-t-t‘) = 2< b ;c0> G ue(t-t')
G W ueCt-t’) = <n0> G ke(t-t').<b+f b0> G íeCt-t') .
Ezeket figyelembe véve /2/-ből azt kapjuk tehát, hogy
6 w ft-t) = dktá(t-t')-i{M 3i5ltct-t>2si3M [ i - ^ | ^ ] [ e w ft-tí-ew (t-t')].d  dt
Ezt az egyenletet már könnyen megoldhatjuk. Elvégezve a
G ulCt-t‘) - N-1Z G xCt-t')e 
G k Ct-t') - f  G JCCE)e-iE(t' t'>dE
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transzformációkat - a következő eredményhez jutunk:
G, (E )  = —-----' 2íc E - 
ahol
2S c .>  ] (| _ e tf») _
Használjuk mo3t fel, hogy a <b|c0> korrelációs függvény
+  OO
<bjc0> = í 3rCE)dE
-OO
előállításában szereplő 9-^CE) spektrálintenzitás a spektrál- 
teoréma alapján a következő összefüggéssel adódik:
„ G<a(E- t£)- Gf0CE- U)
f "  e f.E_( >
Ezzel
V E ) * ■
tehát -¿fx.
< bt cn> = N-1Z  -- 7- -í ° ^  e 1^ 30 - i
A ö~Ct,3€) mágnesezettséget 3C=0 mellett számoljuk ki numeri­
kusán /  amikor a cr0(t) spontán mágnesezettséggel azonos./ Egyszerű szá­
molással adódik, hogy
- tt & í m m )  ■
Eredeményünk azt mutatja, hogy a statisztikai Green-függvény módszer a 
spinhullámok kölcsönhatásának Dyson-c.lméletében is ugyan ahhoz az ered­
ményhez vezet, mint a Holstein-Primakoff-Oguchi elméletben: a kölcsön­
hatást leiró -es tagban c = 0 áll.
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A HEISENBERG-MODELL MÁGNESEZETTSÉGÉNEK MÉGHA?.ÁROZÁSA
A GREEN-PÜGGVÉNY MÓDSZER ALAPJÁN S > ESETÉN.X
Irta: Praveczki Endre
Összefoglalás
, Megmutatjuk,^hogy a Pauli-operátorokkal analóg operátorok 
bevezetesevel 5>-g eseten is elerhetők hasonló eredmények, mint amilyent 
S - esetén kapott Bogoljubov és Tyablikov.
1. A ferromágnesség elméletének egyik legfontosabb feladata 
meghatározni a mágnesezettséget a ferromágneses anyagok Heisenberg- mo­
dellje alapján. E feladatot a fellépő matematikai nehézségek miatt eddig 
nem sikerült pontosan megoldani. Ismerünk azonban több olyan eredményt, 
amely a feladat közelitő megoldását jelenti. A mágnesezettséget közelí­
tőleg meghatározó képletek általában vagy az alacsony hőmérsékleteken, a 
spinhullám-tartományban /Bloch [l] , Dyson [2] , Oguchi [3] , stb ./ vagy 
magas hőmérsékleteken, a Curie-pont környékén /Osanger [4] , Opechowaki
[5]/ jelentenek jó közelítést.
Bogoljubovnak és Tyablikovnak [s] a statisztikai /hőmérséklet- 
függő/ Green-függvények segítségével elért eredménye azonban azon kevés 
számú munkák közé tartozik, amelyek mind az alacsony, mind a magas hőmér­
sékletek tartományában jó közelitő eredményt adnak. De Bogoljubov és 
Tyablikov csak arra az esetre alkalmazták a Green-függvény módszert, a- 
melyben minden rácspontban egyetlen kompenzálatlan elektron spint tartal­
maz a ferromágneses anyag. Ismeretes viszont, hogy a leggyakrabban elő­
forduló ferromágneses anyagoknál /vas, kobalt, nikkel/ egynél több kompen­
zálatlan spinnel kell számolnunk rácspontonként. Pelmerül tehát az a kí­
vánság, hogy Bogoljubov és Tyablikov módszerét azokra az esetekre is al­
kalmazzuk, amelyekben kettő, három stb. spin tartózkodik egy-egy rácspont­
ban /  5  = i t 2 , ^  i--- , ahol S  a maximális spinkvantum ti egységekben/.
Bogoljubov és Tyablikov eljárása nem alkalmazható minden to­
vábbi meggondolás nélkül az 5 >~ esetekre, mivel az általuk használt 
b£ , bg Paull-operátorok - melyeket az alábbi relációkkal definiál­
hatunk:
bebk~ bl be ~ ^ íA e  » - <-2 n k > nk = bl  bk >
~y- ______ _______________► __________________________________
A dolgozat megírása után értesültünk arról, hogy más formalizmussal ugyan­
ehhez az eredményhez jutott R.A. Tahir-Kheli and D.ter llaar, Phys.Rev.
-127, 1. 95. /1962/
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- 5 > - esetén nem használhatók.
Annak érdekében, hogy a problémát esetén is megoldhassuk,
alkalmazzuk azokat az előző munkánkban bevezetett operátorokhoz hasonló, 
a Pauli-operátorokkal analóg bk,ck,nk operátorokat, amelyeket az alábbi 
relációk határoznak meg: -
c kb \ - b \ c k = Pk c5ke
O C  A 2 S - '
. 7 . / ( /
n k =b*ko k , Cb*k )2S*' - Cck)2S*' - O .
2. Abból a célból, hogy a Green-függvény módszert alkalmazhas­
suk, irjuk fel az S k= S k + lSyk , S~k = S k - i , S k spin operátorokat, 
majd a Heinsenberg-modell
M - - £_ S k - Z  3 k_£ [ S k ]
Hamilton-operátórát az / ! /  -ben definiált bk , c k , n k operátorokkal. 
Az S k , 5 k , S k operátorokra vonatkozó ismert
- - s k^ke
s“k $1 - se s ;  = 2>k ¿ki
S+k s-t - S'e S+k - 2 S zk óke
relációk alapján könnyen beláthatjuk, hogy
57 .  V2S C l
S k - S - nk ,
valamint / 2 /  alapján
H = E 0 + nk+ X . 3 k_ ^ [ 2 S C n k -bkc í) + b kn kC 0 - n kne] . / 3 /
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Ezekből kitűnik, hogy a
<T = < Szk > /  S
mágnesezettség meghatározásához elég az <C b*^  c k> át­
lagértéket kiszámítanunk. Definiáljuk ebből a célból a következő Green- 
függvényt:
= <<ckct) i b^ c-t’) »  .
Erre a Hamilton-operátor / 3 /  alakjával, és a
-4r ACt) = l[H,ACt)3 dt
képlet felhasználásával az alábbi differenciál-egyenletet kapjuk:
“ GcJeCt-t’) =  pf% eáU- t’)- i{jui9at6ÍV(H:-0 + z .a M C2sGg(t-t*)- 
dt
- 2 S G ^ (t - t ’) - G^kgCt-t') + G k^ (t- t ’)31 , / 4 /
ahol
p ‘°  - < pk> „ 
és fellépett a következő magasabbrendü Green-függvény:
= «n ^ .(t )c k(t)| bg(-t’) »  .
E magasabb rendű Green-függvénytői megszabadulhatunk, ha ugyan­
úgy, mint Bogoljubov és Tyablikov, elvégezzük a következő " levágást "
/  a magasabb rendűnek alacsonyabb rendűvel való közelítését / :
G{keCt-t'> = n 6 ktCt-f) ,
ahol n = < n^> . Ezzel a / 4 /  -bői azt kapjuk, hogy
_d_ G ^ ( t - t ’) = P c°á keó(t-V)- L{yug3dGkeCt-t’) + dt
+-25<rX.3k_f [G ^ (t- t ')-  G ^ C t - t ’)] }  . / s /
T
Ismeretiem mennyiséget jelent azonban még mindig a kifejezés. En­
nek egyszerűbb meghatározása céljából szorítkozzunk a következőkben az 
•S = i esetre /amikor minden egyes rácspontban két kompenzálatlan spin 
tartózkodik/. Ekkor - mint azt az / ! /  relációk alapján beláthatjuk -
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r>('> i 3 /  v
P =  1 + -2 < " k >  ~t  < n k> )
tehát helyett elég -et meghatároznunk. Ezt ujabb Green-függ­
vény bevezetésével tehetjük meg. Legyen
G^Ct-t') = « c k(t)| n ^tO b JC t ')»  .
Erre - alkalmazva az előbbi "levágást" - a következő differenciálegyenle­
tet nyerjük:
- A- G^ct- t’) = p<2>ó ueáct-t')-
t Z S c r Z a ^ C G ^ ’Ct-t')- Gjl'(t-t')]} . / 6 /
(2)Az itt szereplő P = ‘\[C|<,n|<b]<3)> -vei már valóban nem jutottunk ujabb 
nehézséghez, hiszen - hasonló eljárással, mint az előbb - adódik, hogy
Tehát ez is csak az mennyiségeket tartalmazza.
Oldjuk meg e zárt egyenlet-rendszert alkotó / 5 /  , / 6 /  egyenle­
teket. Elvégezve a
■r
G ' V ( t - f )  «  f  G “ ( E ) e-'E I , -, ') d E  ,
e «  C E )  - n - ' Z g ^ ’ c e )
X
V = 1 , 2
transzformációkat - azt kapjuk, hogy
G *  ( E ) = 1 ------- E Í ü L  ,
ísc E - E
ahol
E3C = A*-9^ + 2 S cr Z L O ^ O - e 1^ )  .
E Green- függvényekkel a
y (v} (  E  ■) _  G ue ( E - i £ ) - G ^ g C E  + i-6)
e**- f
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spektrálteoréma alapján meghatározhatjuk az spektrálintenzitásokat,
ezek alapján pedig az ismeretlen mennyiségeket:
< n k>  *  J 3Í,u’ t E ) d E  ,
(V )
melyekkel
- 4 w ) <nu> + T  w < n u> = w >
y  w < nk> + (l w)< n*> = w
77 /
ahol
w = N 1
k e^ H-1
/ 7 /  -et könnyen megoldhatjuk. A keresett mennyiség:
< > = w + 3 w 2k H + 3 w + 3 w 2
Végül is tehát
U 2 w
1 + 3 w  + 3-w2 /  6 /
3. A mágnesezettségre kapott / 8 /  kifejezést vizsgáljuk meg a 
különböző hőmérsékleti intervallumokban, azonban az egyszerűség kedvéért 
zérus mágneses tér mellett: 3t = 0 .
a/Alacsony hőmérsékleten, T&  0 esetén w k  O , tehát sorba-
fejtve
C T  =  4 -  W  +  3  W 3  4- . . . ,
r *  2amiből az = o(.0x. közelítéssel azt kapjuk, hogy
, / kT 3n f UT )5/2 c r 5 'I
^  = 1 " fl<irH/t ' ^  2 J ’ /i-  ^ I ^  2 ' --
ahol c<0 numerikus állandó. Ez az egyenlet szukcesszív approximá­
cióval oldható meg. Az eredmény:
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b/Magas hőmérséklet, T Tc esetén célszerű /8 /  -at a követ­
kező alakra hozni:
2-3cr + V 4 -  3cr2 = N~' Z  — ^ Z ~ T  >x  e " *  - i
ahol £ „ = Z O - e ^ * )  . Mindkét oldalt sorbafejtve cr szerint
*  f
A _ i o - 2 + . . .  =  cr2 + ...3 e> a $> 12 J
ahol
cr -ig bezárólag az adódik tehát, hogy
cr = ot. \11 - , cá = const . ,
•c
aho1 TC - T T 5 7  •
Láthatjuk, hogy az S = i esetre vonatkozó /8 /  formula hasonló 
eredményt ad, mint S=tt esetén a Bogoljubov-Tyablikov-formula. A fentihez, , , o .hasonló eljárást vezetne célhoz az S = y > 2 ,  stb esetekben is, ezekkel az 
esetekkel azonban itt nem foglalkozunk.
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EGY ÉS KÉT ISMERETLEN PARAMÉTER MÉRÉSÉNEK OPTIMÁLJ/J TERVEZÉSE 
P0ISSON-ELOSZLÁSSÁL KAPCSOLATOS PROBLÉMÁK ESETÉN'
Irta: Király Péter
összefoglalás
A mérések tervezésével és kiértékelésével foglalkozó néhány megjegy­
zés után a maximális valószínűség módszerével általánosan kifejezem az in­
tenzitásfüggvényben. szereplő mérendő paraméterek mért értékének szórásnégy­
zetét Poisson-eloszlás esetén. Az optimális tervezés feladata ebben az eset­
ben valamely, egy sugárzás intenzitásfüggvényében, szereplő paraméter lehető 
legfontosabb meghatározása adott teljes mérési idő esetén. Változtathatók a 
mérési helyek, mérési idők és a mérések száma. Egy ismeretlen paraméter ese­
tén bizonyítom, hogy időtől független intenzitás esetén az optimális mérés­
szám mindig egy. Két paraméter szimultán mérésére több példáb tárgyalok.
I . Bevezetés. Mérések szerepe a fizikai alapkutatásban-- tervezés és kiér­
tékelés
A fizikai alapkutatásban., amelynek közvetlen célja az anyag fizikai 
alaptörvényeinek jobb megértése, a megismerés útja általában a következő: 
az elmélet felvet egy problémát; kidolgozzák, hogy ezt milyen kísérlettel 
/méréssel/  lehet megoldani; a kísérletet elvégzik, majd a mérés eredményétől 
függő megoldást beépítik az elméletbe. A mérést agy kell tervezni, hogy az 
a lehető legpontosabban választ adhasson az elmélet által feltett kérdésre
- ez a kísérlet tervezése. A kísérlet elvégzése atán a közvetlen mérési ada­
tokból a lehető legpontosabb választ meg is kell. kapni - ez a kísérlet kiér­
tékelése . így a kísérlet tervezése és kiértékelése mintegy összekötő lánc­
szemet alkot a probléma felvetése és a kísérlet, illetve a kísérlet és a 
probléma megoldása között.
Mivel a modern fizikai alapkutatásban a kísérletek /mérések/ igen 
költségesek, lényeges, hogy a kísérlet tervezése és kiértékelése valóban 
optimális legyen, vagyis minimális költséggel maximális információhoz jus­
sunk. Ez az oka annak, hogy az ezzel kapcsolatos matematikai problémák ma - 
eSyre inkább előtérbe kerülnek.
Matematikailag egy mérés mindig egy valósa 1 lüségl eloszlással jel­
lemezhető. Ez az eloszlás megadja annak valószínűségét, hogy a szabadon vá­
lasztható és a mérendő paraméterek valamely értéke esetén a mérési; elvégez­
ve valamelyik határozott mérési eredményt kapjuk.
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Adott méréstipusról beszélek, lia a szabadon választható paraméterek 
értékét nem rögzítem, és adott mérési e 1 járá -író i , ha azok valamely kiválasz­
tott értékét rögzítem. Szükebb értelemtől a mérés tervezésén a következőt 
értem: az adott méréstipUsra jellemző valószinüségi eloszlás szabadon vá­
lasztható paramétereit úgy szabom meg, hogy a mérési eredmények lehető leg­
jobb kiértékelése esetén az ismeretlen paraméterek mért értékének szórás- 
négyzete a lehető legkisebb legyen /bizonyos melléje? el tételek fennállása 
mellett/.
Szükebb értelemben vett tervezésről /amelyet ezentúl egyszerűen ter­
vezésnek nevezek/ tehát csak akkor beszélhetünk, ha az eloszlás tartalmaz 
általunk megválasztható párámétereket.
A szabadon választható paraméterekre felhozható példaként a mérési 
idő minden intenzitásmérésnél, a mérési hely például kozmikus sugárzás in­
tenzitásának különböző tengerszint feletti magasságokon való mérésénél 
/a  mérési hely tágabb értelemben időbeli helyet, vagyis az egyes mérések 
kezdetének időpontját is jelentheti időben változó intenzitással kapcsola­
tos probláaáknál, például bomlási állandó meghatározásánál radioaktív bom­
lás esetén/; szabadon választható még azon helyek száma, ahol mérést vég­
zünk.
Munkám célja annak megállapítása volt, hogy Po Lsson-eloszl ássál 
kapcsolatos problémák esetén általában mit állíthatunk a mérési helyek op­
timális számáról, ha a mérés célja az intenzitás kifejezésében szereplő pa­
raméterek valamelyikének lehető legpontosabb meghatározása adott teljes mé­
rési időfelhasználás mellett. E cél elérése érdekében először néhány kevés­
bé általános probléma esetében foglalkoztam a mérések optimális tervezésé­
vel, egyelőre a mérési helyek rögzitett száma mellett. Mivel az alapfelada­
tot általánosan megoldanom addig nem sikerült, e dolgozatban elsősorban a 
számítások "mellékterméke"-ként kapott néhány gyakorlati szempontból is fon­
tos eredményről szeretnék beszámolni, és csak helyenként utalok az alapfel­
adattal kapcsolatos kisebb eredményekre. Az egységes tárgyalás indokolttá 
teszi, hogy röviden foglalkozzak néhány, az irodalomban már szereplő prob-'
1émával is .
Dolgozatomban mindenhol igen egyszerű matematikai apparátussal /fe l ­
tételes szelsőertékszámitás/ dolgoztam. A dolgozat megírása és megjelenése 
között eltelt időben Balatoni Ferencnek, a Matematika] Kutatóintézet munka­
társának segítségével sikerült néhány általánosabb eredményt elérni az alap­
feladattal kapcsolatban; amennyiben o vizsgálatok a probléma megoldásához 
vezetnek, azokról egy későbbi közleményben beszámolunk.
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A számítások alapjául szolgáló maximális valószínűség /maximum 
likelih.ood/ módszert ismertnek tételezem fel. E módszer előnye, hogy segít­
ségével végezve a kiértékelést "bizonyos feltételek fennállása mellett /lásd 
pl. [1], Appendix I I . /  az elvégzett mérésből a maximális információt nyer­
jük ki; e kiértékelési módszer- valamennyi mérendő paraméter szórásnégyzeté­
nek szimultán minimalizálását biztosítja. A tervezésnél, mint erre egy pél­
da kapcsán is rá fogok mutatni, a szórásnégyzetek szimultán minimalizálása 
általában nem áll fenn, sőt nem is érhető el; igy célul valamely kiválasz­
tott paraméter szórásának minimalizálását tűzzük ki a szabadon választható 
paraméterek terében. /Ha a mérésből nem egy paramétert, hanem valamilyen, 
a szereplő paraméterekből felépített kifejezést akarunk minél pontosabban 
megkapni, uj paraméterrendszert bevezetve ezt a kifejezést tehetjük az egyik 
paraméterré, amivel problémánkat az előbbire vezettük vissza./
I I . A maximális valósainüség módszerének alkalnasása Poisson-eloszlással 
kapcsolatos problémákra
A következőkben diszkrét részecskékből álló sugárzások intenzitás- 
mérésével kapcsolatos problémákkal foglalkozom. A mérés célja olyan paramé­
terek értékének megállapítása, amelyek kapcsolatosak a különböző x heIve­
ken vagy v időpillanatokban /időbeli helyeken/ fennálló intenzitásokkal. 
Feltételeim, hogy az egyes részecskék egymástól függetlenek /ami igen sok­
szor jó közelítésben fennáll/, és hogy részecskebeesés bármely időpillanat­
ban lehetséges, ekkor az egy detektorra adott időintervallumban beeső ré­
szecskék száma /a  beütésszám/ Poisson-eloszlást fog követni.
Jelöljük az ismeretlen paramétereket -nel, a mérési helye­
ket X-^,..-,x M -me.1 /ez lehet időbeli vagy térbeli aely/, az egyes helyeken 
mérésre forditott időket -mel, az x,,..., xM helyeken idők
alatt kapott beütésszámokat -mel, az helyeken fennálló
intenzitásokat /időegységalatti beütésszám várható értéke/ pedig DCa.Xj),..., 
0 ( a , x M) -mel, illetve 0^, - - • » 3 -mel. Itt N a mérendő paraméterek,
M pedig a mérések száma. Egyszeri aláhúzással vektoct, kétszeri aláhúzás­
sal mátrixot, feléhuzással mért értéket jelölünk.
Ekkor annak valószínűsége, hogy az a paraméterek fennállása ese­
tén az x m helyen tm idő alatt nm beütést kapjunk:
/ \ Üm'tnr,) 171P* * (g,nm) = e -- - j . /aM1 x milm " m  !
Annak valószinüsége pedig, hogy az a  paraméterek fennállása esetén az 
n1»- •., n M beütést kapjuk az X i ,.. ,x M helyen 11,... ,t M idők alatt, a kü­
lönböző helyeken végzett mérések függetlensége miatt:
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P +0 , n )  = T T  e ~ 3m tm  . / 2 . 2 /r? ' i -- nn=1 n !
_____ 3(9-, *) konkrét alak,iát ide beírva megkapjuk az adott mérésti-
pusra jellemző valószínűségi eloszlást; mivel Poisson-eloszlással kapcsola­
tos problémáknál pX)t(Q .,n ) egyszerűen 3 (a ,* )  / 2 .2 /  által megadott 
transzformáltja, a mérés jellemzésére az utóbbi is éppúgy szolgálhat.
Vezessük be a következő jelöléseket
33n 
9 a [
3Ca,*m>=3„, i ,2 .% /
ahol i;j =  •(,...,N  és m =  .
Ekkor /2.2/-ből:
_ y  C_n! t + n*. -Hűl') / q. wfto- im m + Jtm a J > '  ’® a i m=1
ezt nullával egyenlővé téve és a kapott egyenletrendszert megoldva a maxi­
mális valószínűség módszere szerint megkapjuk &  mért értékét.
/2.4/-et aj szerint deriválva és <nm>=3mtm beírásával várható 
értékre térve át a következő mátrixelemet kapjuk:
/  O tn px,-b (Q: iQ) \ V  4. 3jm
a ‘j - < — a'a 'aa , > - f-,*™— ö f -  ' / 2 -5 / ^ j m= 1
mivel a többi tag kiesik /igen lényeges egyszerűsödést jelent Poisson-
ol oszlásnál, hogy a sokszor bonyolult 9 3m tagok kiesnek/.
3a.öa;_
A Q mátrix N -edrendű négyzetes mátrix; ebből .kaphatjuk meg az 
M = - 1 /Q mátrixot, amelynek elemei: M- * tehát főátlóbeli
elemei a szórásnégyzetek, egyéb elemei pedig az a L és aj paraméterek 
mért őrtékeinek korrelációját fejezik ki. E mátrix általánosan igen bonyo­
lult lesz, ezert a továbbia.tc.ban csak az N ^ 1 es N - 2 esetekkel foglal­
kozunk, vagyis egy, illetve két paraméter mégha tárolás át; tárgyaljuk.
Ha N = 1 ,
Q M . - Z t m í5á£. és M 11= x 2= i / z t m l ü n £  . .m 3m 11 ! m -.i m 3 /2.6/>-'m
Ha N= 2,
/2  7/m (n* ) 2 M n '  ~)2 m n> n>
Q , . . £ t _  k w  , Q  -  r t  Í2=>1 . o  - O  - T i  3taa2m
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Ebből a Q -mátrix determinánsa:
A -  q „q m -  q ’2 .  t  /»■«/
n ,m  = 1 O p  J m  r»> m
és a szóráanégyzetek:
.2 m 1 ^2 ^ _ i V  /„ ay
K< 3—  > " A mái 3m ■ n  V
Mivel az 3 (a ,x )  intenzitásfüggvény ismert, a mérés kiértékelé­
sénél Q helyett a mért értéket beirva a két szórásnégyzet közelitő /mért/ 
értékei kiszámíthatok. A kiértékelés elég könnyen elvégezhető az N > 2. 
esetben is, vagyis több paraméter mérése esetén.
A mérés optimális tervezése lényegesen nehezebb feladat. Hogy a fel­
adatnak egyáltalán értelme legyen, kössük ki azt a gyakorlatban is fontos 
feltételt, hogy a mérésre fordítható teljes T idő adott legyen:
Z t m = T  . /2.10/
m = 1
A t*m = tm/T  jelölést bevezetve és beirva / 2 . 9/-be azt kapjuk, 
hogy amennyiben I /x / időfüggetlen, a szórásnégyzetek elé 1/T kiemelhető; 
ebből látható, hogy elég hosszú T időt felhasználva még rossz mérési el­
járás esetén is tetszőlegesen kicsivé tehető a szórásnégyzet, vagyis e mel­
lékfeltétel nélkül a feladatnak valóban nem lenne értelme. A /2.10/-zel ek­
vivalens a
Z  t'm = 1 /2 .H /m= 1
feltétel, amelyet a későbbiekben használni fogok /a  tm jelölésről tm -re 
visszatérve/; a T mérési idő esetén kapható szórásnágyzet az idő ugyan­
olyan beosztása esetén 1/T-vei való szorzással nyerhető.
A következő fejezetben néhány speciálisabb eloszlástipussal foglal­
kozom, amelyek az eddigieket példaként illusztrálják. Valamennyi szereplő 
eloszlástípusra megadunk egy-egy egyszerű fizikai példát, megoldjuk a mini­
malizálási problémát két mérési hely, és amennyiben sikerül, több Tiei:'ísi 
hely esetén; beszámolunk a számítások melléktermékeként kapótI; néhány érde­
kes eredményről.
A I I I . fejezetben szereplő problémákat két csoportban tárgyaljuk.
Az elsőbe azok tartoznak, ahol az 3(a\x) intenzitásfüggvényben x  tér­
beli helyet jelöl - ezek az időben állandó problémák. A második csoportnál
X /illetve V /  időbeli helyet jelöl, ide tartoznak az időben változó in-
tenzifcásu problémák. E két csoport megkül önbSat etősének j el ént őa égéről az 
utolsó fejezetben lesz szó.
I I I . Néhány speciálisabb eloszlás tárgyalása
A / Időben állandó problémák
KJ
1 . D(a.,x) = X .  a^PL( jí.) , ahol PL(x) ismert függvény
L= 1
a/ Példa ilyen tipusu eloszlásokra.
Érkezzen N részből álló kevert sugárrá?.* abszorbeáló falra.
A fel az x helyen az i-edik tipusu sugárzás Pu(*) hányadát bocsátja át 
/  Pj;(v.) az i-edik tipusu sugárzás transzmisszió-törvénye/. Legyen az i-edik 
tipusu sugárzás beeső intenzitása , ekkor az a  = cl( , ,  clm beeső in­
tenzitások fennállása esetén az abszorbeáló fal mögött az x helyen a tel­
jes intenzitás valóban D(q.,k) = ¿ _ c l ^ ( x )  alakú lesz. Legyen az abszor­
beáló fal az X = \ helyen 0 vastagságú, az x = 0 helyen végtelen 
vastagságú, és a vastagság változása x függvényében legyen folyamatos.
A fenti eloszlás tárgyalása más, lényegesebb fizikai problémák 
megoldásához is szükséges, csupán szemléltetés céljából választottuk ezt az 
egyszerű példát. /Hasonló alakban irható fel az intenzitás szögkorrelációs 
vizsgálatoknál, valamint szórásproblémáknál általában. Szokásos x = sin 
választása, ahol tj> a szórási szög; P^Cx) az i-edik Legendre-polinom,
C4  pedig az ehhez tartozó sorfejtés! együttható. Itt mindenesetre vigyáz­
nunk kell arra, hogy a.j_ és P^ C-*-) negativ értéket is felvehetnek, ami 
kis eltérést jelent az itt közölt problémától; a példák végigszámölása ez 
esetben sem okoz nehézséget, csupán az előjelekre /illetve fellépő abszolút 
érték-jelekre/ kell ügye lírányi
Feladat: egységnyi idő alatt különböző x- helyeken végzett be- 
ütésszámmérésekből meg kell határozni az egyes sugárzástipusok beeső
intenzitását.
b / Vezessük be a P ;U m) * P¿rY1 éa 3Ca ,xm) = 3m jelölést;, 
ekkor az előbo közölt fizikai példa alapján P^m nemnegativ és Pt(1) = i , 
Ekkor /2 .6 /  szerint N = \ paraméter mérése esetén a szórásnégyzet:
= a , / z  t mPim . / 3 1 /
N = 2 paraméter mérésé esetén pedig a szórásnégyzetűk / 2 . 9/ —bői:
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ahol
M t„ta _ y n m r p p _ p p i
n rn  ^ 3 3 In 2m M m  2n Jn,m=i
n>m
c/ Az egyparaméteres szórásnégyzet minimalizálása a mérési he­
lyek, mérési idők és a mérések számának függvényében.
A szórásnégyzet akkor lesz minimális /3 .1 /  szerint, ha P^m maxi­
mális, és tm = 1 /tehát csak itt mérünk/. Ez az eredmény egyébként tri­
viális - egy intenzitás értékének mérését akkor tudjuk legpontosabban elvé­
gezni, ha detektorunk elé semmilyen abszorbeáló közeget sem teszünk.
d/ A két-paraméteres szórásnégyzet minimalizálása M =2  esetén 
a mérési helyek és idők terében.
M = 2 esetén /3 *2 / a következő lesz:
A. p2 + -£l d 2- A p 2 + ll.p2
2 P21 tj, 22 , 2 11 t2 12 30, = —7-----   -5- es 3C = 1------------------ 2-, / 3 . 3 /
1 (piip22- W  2 cp^ - p^ p* ,)1
ahol 3  ^ = ^ kifejezés az 1-es és 2-es index felcserélésé­
vel egymásba megy át, igy elég pl. minimumával foglalkozni.
A tulajdonképpeni minimalizálás előtt vizsgáljuk meg, hogy mikor 
válnak a szórásnégyzetek végtelenné. Ennek feltétele:
Pn P22 - PiaP21 = 0 > vagyis -Bü- = I k  = C . /3 .4 /
21 22
Itt tehát az a 1 és paraméter értékére külön-külön semmilyen
információt sem kapunk. A két sugárzás intenzitásának szétválasztásához ép­
pen az kell, hogy a két mérési helyen a részintenzitások más-más súllyal 
szerepeljenek a teljes intenzitásban. Az itt tárgyalt esetben a két mérés 
tulajdonképpen egyetlen méréssel ekvivalens, amelyből csak az 0..,+ cct2 
mennyiség határozható meg. A végtelen szórás matematikai oka, hogy /3-4/ 
fennállása esetén a mért értékek meghatározására szolgáló egyenletrendszer 
határozatlanná válik. Ebben aa esetben minden szórásnégyzet, sőt az
2  -mátrix minden eleme végtelenné válik. A jó méréshez tehát szükséges, 
-kos.y a két helyen a P11/P 21 és P<2/ P 22 hányados értéke erősen különbözzék.
Foglalkozzunk most az optimális idők megállapításával. Legyen x f  
minimum a t,, + t2 mellékfeltétel mellett és t2 függvényében, vagyis
/3»3/-ba tg = \ - t1 -et beirva legyen
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93ci
“ a t T  "  • /3 '5/
A deriválás elvégzése után a kapott másodfokú egyenlet-rendszert 
P^m nemnegativ voltát kihasználva megoldva az időbeli minimalizálás 
következő feltételére jutunk:
ahonnan
* ' '  * *  M /
z » , * ,-re az időbeli minimalizalas feltételét indexcserével kapjuk:
)
-L I / 3“! ^12 ± ahonnan t1 = W —  -p—- t2 . / 3 6 /
/3 *7 /  és /3 .8 /  egybevetéséből látható, hogy az időbeli szimultán 
minimalizálás feltétele éppen /3-4/, viszont ebben az esetben mindkét szó­
rásnégyzet végtelenné válik. Ebből látható, hogy e feladatnál a két szórás- 
négyzet; együttes minimalizálása nem valósitható meg.
/3»6/-ot /3.3/-ba helyettesítve megkapjuk az időben már minimali­
zált szórásnégyzetet, amiből gyököt vonva a következőt kapjuk:
{ 3 ;  pm  «. p ;  pm
1 |p p p p I /  /‘ 11 2^.2 12 2.11
/  indexfelcseréléssel kapható./
2 helyett -et is minimalizálhatjuk a helyek függvényében.
A minimalizálás feltétele:
d x .t _ 3x ,
TF^T  ■ 0 ' 8 ^ 7  - 0 ' /3  <0/
A kapott egyenletrendszer nem tekinthető jól át, ezért azzal álta­
lánosságban nem foglalkozunk, csupán azzal az igen gyakran előforduló eset­
tel, amikor a két agyenlet között ellentmondás 41.1 fenn. Ez arra utal, hogy
ü—0_=_*diLÍ_z__P. = _*2 é -I négyzet belsejében a szórásoknak nincsen l okális
mliaimuma. Ha P^o)^ P2(o)= o> az x- 0 ponton való mérésből semmi információt
sem kapunk, ig.y itt a szórás akkor lesz minimum, ha x = 1 én 0 < x. < 1 .2 1 '
vagyis x 1 optimális értéke valahol az intervallum belsejében vari. Erre az 
esetre lesz példa a P1(x) = y.) P2(x)=. x 2 probléma, amelynél /3-.10/ ellentmon­
dásossága'- Is kimutattam. Ha az x  = 0 helyen valamelyik függvény nem 0 , x 
optimális értéke a konkrét problémától függően leKot 0 vagy ettől eltérő 
érték.
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x 2 = 4 esetén ?1* = P22 = 1 , igy 02= a 1+ a 2, tehát /3-9/ és az 
indexcserével kapott x 2 a következő alakba megy át:
/ 3 H /  
21\ / ( x ^ u + cl2P21 + \ l a ^ c x 2 P21 + ¡^<xi + a z Rv , — .....  .......— ---  ----  ■  ----  ■ — t- o - —  -------------------------------
1 IP11-P2 1 I iPn- PeJ
amiből a kettő különbséget képezve:
X 1 -  X 2  =  V a , +  a 2 . S t g n  (  P21 -  P(1 ) . / 3 , ( 2 /
/3.12/-ből az az igen érdekes következtetés vonható le, hogy ebben 
az esetben az időben már minimalizált két szórás egymástól csak konstansban 
különbözik, vagyis
d%^ d % 2
"a ^ 7  =  " 3 x 7  } / 3 .Í3/
és igy a két szórás lokális minimumhelyei egybeesnek /ami természetesen a 
szórásnégyzetekre is igaz, csak ott nem olyan szembetűnő, mivel a két szó­
rásnégyzet különbsége függvénye/. így elég egyik szórás minimumhelyeit
megkeresni.
Más a helyzet a bennünket érdeklő intervallumbeli minimummal. Abból, 
hogy a (0 ,1 )  intervallumban minimális értéke az helyen van, nem
következik, hogy x 2 minimuma is ugyanott van. Ennek oka: valahányszor 
P2( = , a szórás /3 .4 /  szerint végtelenné válik /mivel itt P12 = P22 / ,
a szórások különbsége pedig / 3 .12/  szerint előjelet vált. Ha az x!| helyen 
x 2,CxiJ) = x 1(x.’1) + ^ a i+a2 , lehet egy olyan x” hely, ahol x 2(x’1>)= x 1(x”)-lía^ To^ < x 2(xj); 
ha azonban P^x) és P2(x) a (0 ,1 ) intervallum belsejében nem metszi egy­
mást, x-1 és >t2 intervallumbeli minimumhelyei is egybe fognak esni.
X 1 .intervallumbeli minimumának megkeresése úgy történik, hogy a 
= 0 feltételből megkeressük x .  valamennyi stacionárius helyét, ki- 
számítjuk értékét e helyeken és az x, = O helyen, és ezen értékek kö­
zül vesszük a legkisebbet.
Mint / 3. 11/-ből látható, a minimum helye csak a két rész.intenzitás 
CL2/ a t = b viszonyától függ, az egyes paraméterektől külön nem /  a , kiemel­
hető/. így e jelölést bevezetve /3 .1 0 /  első részéből a következő egyenletre 
jutánk: /3.14/
2VÍ7 b VP11+bP21(P11 P21 - p ’u P21) + (2+ b)PMP21- (2 b H )p ’,p21 + CbP2<P2; - PMP,' ) = 0 ,
/3 .1 4 /  segítségével bármely ilyentipusu mérés tervezésénél az opti­
mum megkeresése - esetleg numerikusán - elvégezhető.
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e/ Minimalizálás speciális P<(>0 és P g W  polinomok esetén
d /Legyen P,(x) = 1 , P2(x) ; ekkor P/(x) = 0 , P2(x) = 1 , igy a
helyre való minimalizálás /3>.l4/ feltétele a következő lesz:
2 \[U b V'l + bx + ( 2 + b )  + bx = 0 , /3.15/
amely egyenletnek x ás a négyzetgyök pozitív értéke esetén nincsen megol­
dása, tehát a szórásnak nincsen lokális minimuma a /0 ,1 /  intervallumban 
/az intervallum belsejében/. így az x z = 1 mellett xA = 0 lesz az optimá­
lis másik mérési hely. E helyeken való mérés és optimális idők esetén a 
szórás:
= v a j  és x 2 = \/ a 1 + \/a, + a z .
A szórásokat minimalizáló idők / 3>7/  és / J .8 /  szerint:
X 1 -re: t.,= 1 , t2= 0 /mérés csak x = 0  -nál/;
X 2 “re: t = -i-  t1 I/ 1 + b t2 •
P/Legyen most R ,(x)=x és P2(x) = x2 ; ekkor R,(x)= / ésP^(x)=2x.
Erre az esetre x2 = \ feltételezése nélkül irtuk fel / 3 . 10/-ot:
x ^ x ^ U ^  b x * ) ( x 2 + b x | )  + x^j(2bx2 ) + x , j (3x| ) - x|  = 0 
-x ^ +  x ^ ( 2 b x ^  - 3 x 2)+  x 1( 2 x 2 \/(xA+ b x ^ ) ( x 2. + b x | )  = 0 .
7 3 .16 /
Ez az x, és x 2 -ben szimmetrikus egyenletrendszer ellentmondá­
sos, ha az x1= x JL= 0 megoldást nem engedjük meg. Legyen például x,,< x2 , 
ekkor a második egyenletből X ^ > 3 x ^ x 2 , ahonnan x,> 3 x z , ami feltevé­
sünknek ellentmond. Ez csak úgy lehetséges, ha a x 1 szórás minimális érté­
két a /o ,l /  intervallumban x1 = o vagy x2= 1 esetén veszi fel. x ^ O  esetén 
a szórás végtelenné válik, igy csak az x2= \ választás lehetséges, amit be­
helyettesítve / 3 . I 6/  első egyenletébe a következőt kapjuk:
2x^ V( x, + bx*)(1 -4- b) + 2 b x ^ + 3 x 1-,l = 0 . / 3 )7/
/Ugyanezt az egyenletet kapjuk, ha R|(tf.) és P2(x) fenti kifejezését 
/3*14/-be helyettesitjLlk. /
Adott b = a 2/ a 1 esetén ez az egyenlet numerikusán könnyen kiérté­
kelhető .
/3 .1 2 /  alapján, és mivel az itt szereplő P^x) és P2(x) a /o ,l /  
intervallum belsejében nem metszi egymást, az itt elmondottak x 2 szórásá­
nak minimalizálására is érvényesek.
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A kiértékelést itt csak a két szélső esetben, a b —>0 és b — »00 
esetekben végzem el.
Ha b—> 0 , / 3 .17/  a következő alakba megy át:
2x.3//2 + 3 x 1 - 1 = 0 , 
amely egyenlet /o,l/-be eső megoldása X 1 =0 , 25.
Ha b —* 00, /3 .1 7/  szerint — > 0  . Ha b befutja a ( 0 , 00) inter­
vallumot, optimális szóráshoz tartozó érbéke is befutja az O A , 0 )
intervallumot.
A b = 0 esetben megadjuk a megfelelő időket is /3>7/ és /3 .8 /  alap­
ján:
-re: 8 t 2 ■, # 2~re: i 1= 2t2 .
Ebből azt az érdekes eredményt kapjuk, hogy a 2=0 esetén, amikor 
csak a P1Cx)= x transzmisszió-törvényű sugárzás van jelen, annak a 1 inten­
zitását nem ábszorbens nélkül kapjuk legpontosabban, mint közönséges inten­
zitásmérésnél természetesen kapnánk, hanem az x, = o ,25 és xz = 1 helye­
ken mérve t., = 2/3T, t 2 = I / 3T időkig /T a teljes mérési idő/. Ennek 
oka az, hogy előzetesen feltételeztük, hogy P2(x) transzmisszió-törvényű 
sugárzás is van jelen, és igy a mérésből a teljes intenzitás két részinten­
zitás közti megoszlására is következtetnünk kell. Két paraméter egyszerre 
történő mérésénél gyakran ez a helyzet.
'q /  Legyen most P^(x)=x , P^Cx) =* c +0-c)x2 , elekor a legjobb mérési
hely c értékétől függően vagy valamelyik a /o ,l /  intervallum belsejébe 
eső pont, vagy a 0 pont. Mivel itt a két görbe metszi egymást, bizonyos 
c -értékeknél egyik paraméter szórása az x = 0 pontban, másiké az inter­
vallum belsejében minimális. E probléma részletes tárgyalásával itt nem 
foglalkozunk.
Az előzőkben tárgyalt problémák közül csupán a P1(x)='f , P2(x)= x
esetben sikerült bizonyítanunk, hogy M =2 az optimális mérésszám /az in­
tervallum belsejében felvett uj pont itt a szórást csak növelheti, mint 
könnyen belátható/. Más példáknál csak azt sikerült kimutatnunk, hogy M =3 
mérési pontot felvéve az M = 2 pontnál kapott minimum az uj változók teré­
ben is lokális minimum lesz.
2• ^ ^  ~ Q-1 e a'í>/' /exponenciális abszorpció/
A/ Példa ilyen intenzitásfüggvényt adó fizikai problémára: érkezzen 
a, intenzitású sugárzás abszorbeáló falra, az átmenő sugárzás intenzitása 
függjön exponenciálisan az x falvastagságtól, ekkor az átmenő intenzitás 
a feladatban, szereplő lesz, ahol ct2 az abszorpciós koefficiens.
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Feladat: meghatározandó a sugárzás beeső intenzitása és az ab­
szorpciós koefficiens különböző falvastagságokon átmenő sugárzás ese­
tén kapott beütésszámok mérésével; a mérésre egységnyi idő áll rendelkezés­
re .
Ha a beeső intenzitást ismertnek tekintjük, a probléma egypara- 
méteressé válik, az abszorpciós koefficiens mérése az előbbiek szerint tör­
ténik:
Ha a 1 = A ismert érték, / 2 .6 /  szerint a 2 szórásnégyzete a 
következő lesz:
kor lesz minimális, ha ezen a helyen mérünk egységnyi ideig. Az egyparamé- 
teres problémánál tehát itb is legjobb csak egy helyen mérni, bár ez az 
eredmény itt egyáltalán nem olyan triviális, mint az előző példánál.
Az x  vastagság helyett a dimenziótlan y = <xzx paraméterre át­
térve az optimális mérési hely y = 2 .
/j>.19/-ben a mérendő a, és a 2 paraméterek csak szorzótényező­
ként szerepelnek, mért értékének szórásnégyzete, mint várható is, az
a 1 abszorbens nélküli intenzitással egyenesen arányos; a 2 mért értékének 
szórásnégyzete a , értékével fordítva, -tel pedig egyenesen arányos.
Relativ szórásnégyzetre áttérve mindkét kiemelt faktor l / a 1 lesz, vagyis a 
relativ hiba az intenzitás növekedésével csökken /ha a mérésre nem egység­
nyi, hanem T idő áll rendelkezésre, a relativ szórásnégyzetben 1 /T a 1 szó. 
zó fog fellépni/.
b / Egyparaméteres probléma
73 .18/
/J.18/-ban t szorzója xm= 2/<xí esetén maximális, igy a szórásnégyzet ak-
c/ Kétparaméteres probléma
Legyen a 1 és cl2 is meghatározandó paraméter; vezessük be 
itt is az y = jelölést, elekor /2 .9 /  szerint a szórásnégyzetek:
/  319 /
ahol
i • , i • — 
m > n
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A továbbiakban e szorzótényezőket elhagyjuk, mivel azok a minasuiK. 
helyét nem befolyásolják.
Két mérés esete.
Fizikai meggondolásból nyilvánvaló, hogy legpontosabb akkor lesz a 
mérés, ha egyik mérési pont az y1 = O lesz, vagyis egyik intenzitásmérést 
abszorbens nélkül végezzük /ha egy másik, yj ^  0 helyen mérünk ehelyett 
®s y2 > } akkor ugyanazok a viszonyok, mintha az intenzitást -
re csökkentettük volna/. y i = 0 esetén / 3 . 19/-ből:
2 1 2 "b« + "t« G
*1 =  T~ ) '^ '2. = ~jl + 2 - y • / 3 . 20/
1 t1 2 "t-l ^2. y2. e *
Az intenzitás cl^  mért értékének szórásnégyzete tehát akkor lesz 
minimális, ha t •,=»•(, t2 = 0 , vagyis csak abszorbens nélkül mérünk. Az <xz
abszorpciós koefficiens szórását a t, + t2=0 mellékfeltétel mellett a par­
ciális deriváltak eltüntetésének megkövetelésével minimalizálhatjuk, amiből 
a következő egyenletrendszerre jutunk:
-tJ/O-t.,)2 = ey2
/3-2</
t . / O - t . )  = ,
ahonnan például az időket kiküszöbölve:
( f - 0 2 = - se >
ami y2 -re numerikusán kiértékelhető. Hasonlóan történik a kiértékelés 
: 1ti -re is.
A numerikus kiértékelést elvégezve a minimális szórást adó hely­
re és T, időre a következőket kaptam:
Y2 = 2,556 és Tj = 0,216 ,
ahonnan /3 .2o / felhasználásával a szórásnégyzet minimuma 3*22. /E  kétpara- 
métere3 probléma megoldását Jánossy Lajos és Rupp Erzsébet más módszerrel 
már elvégezték [2] . /
Három mérés esetén itt sem sikerült bebizonyítani, hogy az a 2 para­
méter /3,19/-ből kapható szórásnégyzete nem tehető kisebbé a két mérés ese­
tén kapott szórásnégyzetnél, a végzett számos numerikus kiértékelés esetén 
kapott szórásnégyzetek azonban annál mindig nagyobbaknak adódtak. Itt is si­
került kimutatni, hogy a két mérésnél kapott minimális szórásnégyzethez tar­
tozó koordináta- és időadatok három mérés esetén is stacionárius helyet ad­
nak /  oc^  a t, ,t2 ,t3 ,y2>y változók terében y ^ O  és t« + t 2 4-t3 = 1 esetén
stacionárius, ha yz= y3= V2 és t1 = T, /  t2 és t3 közt a maradékidő. fel­
osztása tetszőleges/, vagy ha és y3 közül az egyik = V2 , az ehhez
tartozó idő T"2 , és t 1= T 1 /a  harmadik, tetszőleges ponthoz tartozó idő 0 / / .
B/ Időben változó problémák
1. 3 (t) = a 1['t +• a 2 b(T )3  , ahol a 2 bC<c)« 1 .
a/ példa ilyen tipusu el szlásra: kozmikus sugárzás intenzitása a 
légnyomás változásával adott helye,’ első közelítésben lineárisan változik 
/minden egyéb okból eredő változástól itt tekintsünk e l/. A légnyomás a v
időpillanatban b(tr) -val térjen el az átlagértéktől /tegyük fel, hogy az
eltérés az átlagértékhez képest kicsi/, az átlagintenzitás legyen a 1 , és 
legyen a 2 a légnyomás és az intenzitás közti "csatolási állandó" - ekkor 
az intenzitás alakja valóban a fenti lesz.
Feladat: mérendő az a,., átlagos intenzitás és az a,z "csatolási 
állandó" különböző X időkben végzett beütésszám-mérések segítségével; 
feltételezzük, hogy a nyomás b(r) időbeli változása ismert, és T a tény­
leges mérésre rendelkezésünkre álló teljes idő.
Ha az ct1 intenzitást ismertnek vesszük, időben változó egypara- 
méteres problémára jutunk.
b/ Mielőtt a /2 .6 /  és /2 .9 /  alapján a szórásnégyzetek kiszámításá­
ra és minimalizálására rátérnénk, időben változó probléma esetén is értel­
meznünk kell az ezekben szereplő, stacionárius esetben /2 .3 /  által defini­
ált 3m és , 02rn menny iség eket. A problémát itt az jelenti, hogy a 
/2 .2 /  Poisson-eloszlásban szereplő C tm a tm idő alatti beütésszám várha­
tó értékét jelentette; itt viszont a várható érték csak akkor irható ilyen 
alakba, ha Dm a pillanatnyi intenzitás helyett a t m = v ^ - v ^  idő alat­
ti átlagos intenzitást jelenti. Végezzük az m-edik, t m időtartamú mérést 
a és időpontok között, ekkor az átlagos intenzitás:
t” r”
f r
. t")  = ~T~ J = a.+ — - J bf-cOd/r . /3 22/
m v'm m v'm
Legyen
. /3 23/
brn = t — J bCOcLtr , ekkor 3m = a 1G +a2bm).
m C
Ezt /2.3/-nalc megfelelően o.^  és ci^ szerint deriválva:
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c/ Egyparaméteres probléma
Legyen ol1 ismert, ekkor a 2 szórásnégyzeténck reciproka /2 .6 /
szerint:
A kétparaméteres problémánál a 2 szórásnégyzetét ugyanerre az alakra hoz­
zuk, és a feltételes szélsőérték feltételét ott tárgyaljuk.
Legyen a b ( t )  nyomásváltozási göi'be ismert, o,  ^ és a 2 pedigM
ismeretlen. Végezzük úgy a mérést, hogy a 0 feltétel fennálljon.
Ekkor /2 .9 /  szerint a szórásnégyzetek / I  mellett o-2bm -et elhanyagolva/:
szórásnégyzetének reciproka pedig éppen /J .2 4 / .  Legyen a légnyomás változá­
sát megadó ismert bC'tr) görbének C o ,© )  szakasza a méréshez felhasznál­
ható, a teljes detektálási idő legyen T /például 1 hónap alatt kell a mé­
rést elvégeznünk, de detektálórendszerünket csak 100 óráig használhatjuk 
erre a célra/.
szont annál nagyobbá tehető, minél több mérést végzek. Válasszuk ki például 





a 1 intenzitás szórásnégyzete a mérési időpontoktól független, a.z
M
A mérés akkor optimális, ha ¿1 t (T1b rri maximális. E kifejezés vi-
rr\*i
c = < v’
viszont ha a
Schwarz-féle egyenlőtlenségbe -f()0 = bCT) , g(*-) => 1 -et, valamint a /C1 
és V ” határokat helyettesitjük, és b1 integrálkifejezését beirjuk, a 
következőt kapjuk:
-  4 4 8  -
*í
á j  b2(ir)di; , /  3.26/
ahol az egyenlőség csak b(x~> = konstans esetén áll fenn, egyébként a <
/ / Q. M tjel érvényes. Ugyanez bármely t m bm -re, igy ~re Ls igaz' Isy lla
m = <
bCT) nem konstans, a mérés pontosságát mindig javíthatjuk, ha az eredeti 
mérési időket részekre osztjuk, és e részidőkben külön-külön méréseket vég­
zünk.
Ez a gondolatmenet - ha nem is ilyen egyszerűen - minden időből 
függő Intenzitás esetén alkalmazható. Annak oka, hogy itt végtelen mérés 
esetén kapjuk a legjobb mérési eredményt az, hogy a várható érték integrál 
alakjában lép fel, amely intenzitás-integrál annál jobban elmossa az infor­
mációt adó függvénygörbe struktúráját, minél nagyobb intervallumra terjed 
ki. A maximális információt a görbe teljes letapogatásával /illetve T< © 
esetén a legnagyobb nyomáseltérésnek megfelelő T időtartamú rész letapo­
gatásával/ - végtelen méréssel kapjuk.
Meggondolásaink arra az esetre vonatkoztak, amikor a teljes rendel­
kezésűnkre álló © idő és a mérésre fordítható T idő egymással össze­
hasonlítható. Ha 0  = T, még fokozottabban igaz, hogy a mérések száma erő­
sen javítja a pontosságot. Ha viszont T << © ; vagy pontosabban T idő alatt 
b(tr) változása igen kicsi, kettőnél több mérés már nem javítja lényegesen 
a pontosságot, legcélszerűbb b(r) minimális és maximális értékénél mérni.
Ez az eset az időtől független probléma felé jelent átmenetet - v idő sze­
repe ugyanaz lesz, mint az x koordinátáé, az integrálok helyettesithetó'k 
a pillanatnyi intenzitásokkal; a mérés tervezése az időtől független prob­
lémáéval egyezik, kivitelezésében csak az lesz az eltérés, hogy a detektor 
egyik helyről a másikra való átvitele helyett hosszú ideig várunk. Valameny- 
nyi az A pontban tárgyalt példa analogonja itt is megadható.
/Az e pontban tárgyalt példa e határesetben azt a lényeges eredményt 
adja, hogy itt valóban M = 2 az optimális mérésszám!/
2. 3(t') = a^e radioaktív bomlás.
E probléma részletes diszkusszióját Jánossy Lajos és Rupp Erzsébet 
már elvégezték [j], igy itt csak röviden rámutatok az előző példánál leírt 
megállapítások alkalma-zhatóságára. a 2 szórásnégyzete adott T idő esetén 
általában végtelen mérésnél lesz minimális itt is. Ha az a 0 idő, amelyen 
belül méréseket végezhetek, a felezési időnél sokkal nagyobb, a tényleges 
mérésre fordítható T idő pedig annál sokkal kisebb /és igy T időn belül az 
intenzitás nem változik lényegesen/, X egyszerűen helynek tekinthető és .a
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probléma átmegy az A pont 2. példájába, amelynél kapott valamennyi eredmény 
itt alkalmazható /természetesen csak közelítésben, mivel itt nem vesszük 
figyelembe a probléma stochasztikus jellegét; a közelítés a bomló atomok 
nagy száma esetén jó/.
IV. Befejező megjegyzések
Az előzők alapján megállapíthatjuk, hogy a mérések optimális számá­
nak meghatározásánál célszerű külön tárgyalni az időben állandó és időben 
változó intenzitással kapcsolatos problémákat. Bár a gyakorlatban az időben 
változó intenzitások esetén bonyolultabbak a viszonyok, az alapfeladat meg­
oldása itt egyszerűbb: minél több mérést végezhetünk, annál pontosabbá tud­
juk tenni a paraméterek mérését adott T idő alatt. /A  mérések számának nö­
velésekor a kiválasztott paraméter szórásnégyzete O-tól különböző konstans­
hoz tart./
Időben állandó intenzitások és egy ismeretlen paraméter esetén min­
den példánál azt láttuk, hogy a mérések optimális száma 1. Ez /2.6/-ból ál­
talánosan is látható; a szórásnégyzet akkor lesz minimális, ha a teljes mé­
rési időt azon a mérés számára hozzáférhető x. helyen használjuk fel, ahol
az --- függvény legnagyobb értékét felveszi.0(x)
Két, egymástól függetlenül nem mérhető ismeretlen paraméter közül 
az egyiknek a legpontosabb mérése egyes esetekben szintén a minimális mérés­
szám, M = 2 esetén adódott. Elképzelhetőhogy időben állandó intenzitások 
esetén egymástól függetlenül nem mérhető paraméterek közül valamelyiknek a 
mérése akkor végezhető el legpontosabban, ha a mérések és az ismeretlen pa­
raméterek száma megegyezik, M = N; /M < N csak akkor jöhet számításba, ha a 
keresett paraméter egyes más szereplő paraméterektől függetlenül is meghatá­
rozható, mint például az exponenciális abszorpciónál az intenzitás; ekkor 
viszont az illető paraméter szempontjából a probléma kevesebb paraméteresre 
redukálható, és az előbbi feladatra visszavezethető/; elképzelhető viszont 
az is, hogy a legjobb eredményt M = oo esetén, vagy valamilyen közbülső 
esetben kapjak.
Eddig időben állandó intenzitások esetén nem találtam olyan példát, 
ahol M > N esetén az M = N esetben kapott minimális szó.rásnégyz étnél kisebb 
szórásnégyzetet sikerült volna elérni .
Dolgozatom végén köszönetét szeretnék mondani Jánossy Lajos pro­
fesszor urnalc, aki az itt tárgyalt problémát felvetette, és munkám közben 
igen sok hasznos tanácsot adott. Köszönetét mondok ezen kivül Rózsa Pálnak, 
Balatoni Ferencnek segítségükért, valamint évfolyamtársnőmnek, Kövessy Zsu­
zsannának, akivel e vizsgálatok első részét együtt végeztük.
..
.
HOMOGÉNTERÜ GYORSITÓCSÖVEK IONOPTIKAI TULAJDONSÁGAI 
Irta: Páris Gyula
Összefoglalás
A cikkben homogénterü gyorsitócsövek fókuszálási határait vizs­
gáljuk. Megmutatjuk, hogy korlátlan energiasokszorozás az adott csőtipus- 
sal nem érhető el a nyaláb szórása nélkül. Megadjuk a háromelemű gyorsitó­
csövek fókuszálási tartományát. Numerikus példán mutatjuk be az ötelemü 
csövek fókuszálási sajátosságait.
Az elektronoptikában /vagy általánosabban a korpuszkulároptiká- 
ban/ még manapság is a fényoptikában bevezetett fogalmakkal igyekeznek a 
jelenségeket leirni. A geometriai optika kényelmes összefüggései, szer­
kesztési és szemléleti lehetőségei kétségtelen előnyöket jelentenek elek­
tronoptikai rendszerek vizsgálatában is - ha azok egyáltalán alkalmazhatók 
az elektronoptikában.
A fény - és elektronoptika közötti analógia azonban valójában 
csak jelentős megszorítások mellett érvényes. Sőt, általános elektronopti­
kai leképezésnél olyan fogalmak bevezetésének, mint a "fókusz", vagy "fó­
kusztávolság", semmiféle alapja nincs. Még tengelyközeli /paraxiális/ moz­
gás esetén is csak közelitőleg, s bizonyos feltételeket kielégitő elektro­
mágneses terekben beszélhetünk a fényoptikáéval azonos fogalmakról.
Az analógia hiánya ellenére leképezés a korpuszkulár-optikában 
is megvalósítható, s még tágabb lehetőségekkel, mint a fényoptikában. A 
leképezés általános törvényeinek vizsgálata még távolról sem befejezett.
A gyakorlati alkalmazásokban is többnyire az elvi lehetőségek technikai 
realizálása jelentkezik, pontos kvantitatív analizis végrehajtása nélkül.
A számszerű vizsgálatok inkább egy-egy berendezés működési tartományának 
és elvi sajátosságainak meghatározását szolgálják. Hozzávetőleges képet 
a működés fizikai konkrétumairól modellek, közelitő módszerek segítségével 
nyernek. Ez a legtöbb technikai alkalmazásban elegendő is - akár fényoptl- 
kal analógiák felhasználásával /ha azok alkalmazhatók/ történik, akár a 
mozgás általános mechanikai vizsgálatával. Gyakran megtörténik azonban, 
hogy akkor is fényoptikai analógiákban gondolkoznak, amikor azok már egé­
szen bizonyosan nem állnak fenn. Jó példa erre a homogénterü gyorsitócsö­
vek fókuszálási tulajdonságainak szokásos matematikai leírása.
X /Eényoptika alatt itt Gauss-dioptrlkát értünk.
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Homogénterü gyorsítóésövek számitása ma ia az 1953- elején meg­
jelent közismert Elkind-cikk [l] alapján történik- A cikk u .n . három- és 
ötelemü gyoraitócsöveket tárgyal. Háromelemű csőben a térerősség a teljes 
csőhosazban azonos, ötelemü cső pedig két különböző térerősségü szakaszból 
áll. A térmentes,tartományból az állandó térerősségübe, vagy egyik térerős­
ségből a másikba való átmenet nem ugrásszerű, ezért a Gans-módszerrel vég­
zett számítások nem kielégitőek. A fokozatos átmenetből adódó fókuszáló ha­
tás különöaen a caő bemeneténél jelentőa /enyhíti a bemeneti diafragma 
gyűjtőhatását/, s a cikk a Zvoiyldn-f éle korrekciós faktorral számításba is 
veszi. A homogén térben a részecskék parabola-pályákon mozognak. A pályák 
paramétereit a homogén tér mellett az átmeneti diafragmák síkjában elhelye­
zett vékony lencsék határozzák meg. Ily módon az egész cső egy vastag len­
csének tekinthető, melynek paraméterei /p l. tárgy- és képtávolság, nagyítás/ 
megadhatók az N feszültségsokszorozás és  ^ Zvorykin-faktor függvényében. 
A cikkben közölt formulák nagyon egyszerűek,s kényelmesen alkalmazhatók 
gyorsitócsövek számítására. Érvényességük azonban korlátozott, illetve nem 
fejezik ki hűen és teljesen a homogénterü csövek leképezési sajátosságait.
Mind a háromelemű, mind az ötelemü homogénterü gyorsitócsövek az 
energiasokazorozás értékétől függően gyűjtő, vagy azóró lencseként működ­
hetnek. A háromelemű csövek valamilyen N < N 1 sokszorozási tartományban 
gyűjtőlencseként, Ñ > értékeknél viszont szórolencseként viselkednek.
Ötelemü csövekben még érdekesebb a leképezés: általában két gyűjtő és két 
szóró jellegű sáv alakul ki N függvényében. Ezek a sávok át is fedhetik 
egymást.
Mindez a paraxiális mozgás egyszerű tanulmányozásából leszűrhető, 
a geometriai optika alapján végzett számításokból azonban nem következik.
Az ellentmondást az okozza, hogy a keskeny lencséknek tekintett, homogén 
terű szakaszokat határoló diafragmák egyik, vagy mindkét oldalán erőtér 
van, s itt már a geometriai optika fogalmai nem használhatók, illetve al­
kalmazásuk csak a speciális sajátosságok figyelembevétele mellett lehetsé­
ges. Vizsgáljuk meg általánosságban ezt a problémát, felhasználva [2 ] gon­
dolatmenetét.
Töltött réazecakék mozgását elektromágneses terekben, ha a radiá­
ciós folyamatokat nem vesszük tekintetbe, leírhatjuk a klasszikus Hamilton- 
formalizmussal. A részecske pillanatnyi állapota teljesen meghatározható 
egy hatdimenziós tér helyvektorával, melynek komponensei a háromdimenziós 
tér helykoordinátái és a kanonikua impulzusok.
Ha a részecskék kölcaönhatását - például a tértöltést - elhanya­
goljuk, a Hamiltonlán termek összegére szeparálható, melyek mindegyike egy 
kanonikus konjugált változó-párt tartalmaz. Hengerszimmetrikus terekben a 
részecske mozgását teljesen meghatározza a kétdimenziós fázistér - az r 
sugái és a pr radiális impulzus. Mivel az ionnyaláb Hamiltoniánnal repre­
zentálható, kielégíthetők és közvetlenül alkalmazhatók a jólismert Lagrang^ 
és Liouville invariánsok.
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Ha egy optikai rendszerbe belépő részecske kezdeti sugara és im­
pulzusa belépés előtt r- és p , akkor a kilépő nyaláb a következő össze- 
függéssel adható meg /az f index a kilépés helyét jelöli/ :
rf a H > a i2 r i a H > Q12
= > det
V'i a Z\ > a 22 Pri a 21 , a Z2
Az ajk mátrixelemek általában a kezdeti nyaláb rádiuszának és 
impulzusának függvényei. Ha keresztmetszetben az impulzus állandó és a 
rádiusz kicsiny, az ajk-k nagyon jó közelítéssel állandó mennyiségek. Ide 
tartozik az u.n. paraxiális tartomány, melyet a következő egyenletek de­
finiálnak:
d rhg © « © , pp « p -j— ; / 2 /
ahol P a részecske teljes impulzusa.
[2j a továbbiakban Lagrange és lionville-invariánsokat képez, be­
vezeti a nyalábemittencia és akceptancia fogalmát ezen invariánsok alapján, 
majd egy későbbi cikkben az itt definiált mennyiségek mérésére szerkesztett 
műszert is ismertet egy szerzőcsoport. A bevezetett fogalmak azonban még 
mindig elég homályosak, nem adnak módot a vizsgált jelenség teljes megér­
tésére. Ezért a további vizsgálatot más módszerrel végezzük.
Ismeretes, hogy gyűjtőlencsék, vagy gyűjtő és szórólencsék kom­
binációja együttesen alkothat akár gyűjtő, akár szórólencsét. Vékony, azo­
nos törőerejü gyűjtőlencsék sorozata gyűjtőlencsét képez, ha CL< K , ahol 
C egy lencse 1/f törőereje, L pedig a lencsék közötti távolság; ha pe­
dig CL >4 , a rendszer szórólencseként viselkedik [3] . Ha csak két vé­
kony gyűjtőlencsét tekintünk, melyeknek ^  és f2 a fókusztávolságuk, ak­
kor, mint ismeretes, a közös fókusztávolság (F) reciproka
_J_ — _i_ + / % /
F "  f, fa fvfa ’
ahol L a lencsék közötti távolság. Ha L > f 1 + , akkor a rendszer szó­
rólencseként viselkedik. Ha a lencsék fókusztávolsága azonos, akkor az e- 
lőbbi fogalmazásban a rendszer szór, ha CL > 2 . Tehát itt szigorúbb
megszorítással kapunk gyűjtőlencsét, mint, ha több elemből felépített 
rendszert vizsgálunk. Ha az azonos törőerejü két lencse közül egyik gyüj-
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tő, másik szóró, /3 /  alapján láthatjuk, hogy mindig gyűjtőlencsét kapunk
F  = lí|2L
fókusztávolsággal, mivel • Ha azonban a fókusztávolságok különbö­
zők, a rendszer lehet gyűjtő is, szóró is.
'Ha egy háromelemű gyorsitócsövet a geometriai optika nyelvén 
Írunk le, azt mondjuk, hogy a cső bemeneténél erős gyüjtőhatísu, kimeneté­
nél gyenge szóróhatásu diafragmalencse van, s a két lencse között a ré­
szecske pályája a szabadesés törvényét követi. így formálisan szemlélve 
a rendszert, aligha kaphatnánk szórólencsét, mert hiszen ^  > ^/f ’
jobboldalának utolsó tagja pedig pozitív és igy F is pozitív lesz. Igaz, 
hogy az L most valamilyen módosított távolságot jelent, hiszen a részecs­
ke nem. szabad térben mozog, s értelmezésével esetleg helyesen adhatnánk 
meg a rendszer viselkedését. Van azonban egy sokkal általánosabb és egy­
szerűbb módszer, mellyel a problémát vizsgálhatjuk.
Mint ismeretes /l .p l . [4] / , /2/ figyelembevételével /\/ r és p 
vonatkozásban lineáris, s az általános megoldása megadható, mint két tet­
szőleges különböző megoldás lineáris kombinációja. Ha mindkét parciális 
megoldás korlátos, akkor a pálya is korlátos, vagyis az / { /  által leirt 
rendszer optikai nyelven szólva fókuszál, vagy, dinamikai terminológiával 
kifejezve, a mozgás stabilis. Ha azonban valamelyik parciális megoldás nem 
korlátos, a nyalábot alkotó részecskék nagyon kis hányada marad a tengely 
környezetében, vagyis a rendszer defókuszál, illetve a mozgás nem stabilis. 
Mind a matematikában, mind a mechanikában kimutatták, hogy a kritérium /(/ 
mátrixelemeivel a következő módon fejezhető ki:
ha lCL.(.t+ a 22 I < 2. , a rendszer fókuszál /  a mozgás stabilis/
A/  ’
_ ha ¡ a 11+ a 22l $.2 , a rendszer defókuszál /a  mozgás instabilis/
A csatoló-mátrix "nyoma" /spur/, tehát igen egyszerű kritériumot szolgáltat 
annak eldöntésére, hogy egy elektronoptikai rendszer fókuszál- e, vagy de­
fókuszál. A mátrixelemek klfejezhetők lencseparaméterekkel is. Mivel ré­
szecskegyorsító berendezésekben a nyaláb együttartása széles energiatarto­
mányban szükséges, igen fontos már a berendezés konstruálásának fázisában 
a fókuszálás! tartomány megállapítása. Ez bonyolult optikai rendszerekben 
/mint pl. hengerlencsékkel ellátott kaszkádgenerátorok/ elkerülhetetlen. 
Háromelemű homogén terű csöveknél akkor lényeges ez a vizsgálat, ha nem a- 
karunk bonyolult előfókuszáló rendszert alkalmazni, ötelemüeknél azonban 
mindenképpen meg kell vizsgálni a fókuszálás! tartományokat..
Mielőtt a konkrét számításokra rátérnénk, kicsit közelebbről meg­
vizsgáljuk a /4 /  kritériumok értelmét. Bár matematikailag a stabilitás fo­
galma teljesen világos, mégsem teszi érthetővé esetünkben a jelenség fiz i­
kai tartalmát, részletesebb vizsgálatokat igényel.
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hatjuk:
Ha / l /  alapján Lagrange- invariánsot képezünk, a következőt ir-
rfP r L ~ riPr^ = a w PrL + CQ.ir a 22)riPr.- a 21rf 
= a i2Pfj + ( a n~a 22) 'fPr'j- a 2irf
/  5/
a baloldal a Lagrange-invariáns, a jobboldal pedig nyilvánvalóan kónusz- 
metszetet reprezentál az (r ,p p) síkban. Vizsgáljuk meg általában az /5 /  
tipusu sikgörbék tulajdonságait. Tekintsünk az (x ,y) sikon olyan centrá­
lis görbét, melyet az alábbi egyenlet ir le:
a x 2 + 2bxy + cyz + d  = 0  . / 6 /
Az analitikus geometriából ismeretes, hogy / 6 /  csak akkor ir le valós gör­
bét, ha d negatív, tehát d<  0 .H a  d = 0  , valós, vagy képzetes metsző 
egyenes párt kapunk. A görbe invariánsai, melyek koordináta transzformá­
ciónál változatlanok maradnak:
A  =
a  b 0
c a  bb o 0 5 Ó =J b c
0 0 d
a  + c 7 7 /
Ha ó > 0  és d =£ 0 ellipszissel, ha ¿<0 és d#=0 hiperbolával van dolgunk, 
mig <5=0 esetén a / 6 /  görbe parabola (d=£ o) .
Ha ó > 0 ) az ellipszis területe
ütdA - - / 8 /
Most összehasonlítva az /5 /  és / 6 /  egyenleteket, látjuk, hogy d  az ellen­
tett előjelű Lagrange-invariánsnak felel meg, a ó diszkrimináns pedig a 
mátrixelemekkel
<5- a c - b * .  I - f  . / 9 /
Tehát a^fázissikon a részecskék mozgását jellemző pontok zárt görbével kö­
rülhatárolt tartományon belül helyezkednek el, ha
Q(l + a 22
2
710/
Ez a kritérium egybeesik / 4 /  -gyei. A / 4 /  -gyei meghatározott matematikai 
terminusnak tehát mély fizikai tartalma van.
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Tekintsünk most [5] nyomán olyan nyalábot, melyet az ( ro>Pr0  ^
fázisaikon az alábbi ellipszis reprezentál
a 0r0 + co Pr„ 1 / M /
és amely / l /  szerint transzformálható, tehát
Prn
> <*12
<*24 >^22 P r
/ 1 2 /  behelyettesitésével / l l /  -be Írhatjuk
í\lf
c l  r 2  ■+• 2 b r p  +  c p  =  1 , / /
ahol
/KM
A  = ?tAz elipszis területe ”  ~ sJolqCq transzformációs invariáns. A
nyalábprofilt úgy határozhatjuk meg, mint a keresztmetszetekben elért leg­
nagyobb távolságot a középponttól s igy /1 3 / differenciálásával állíthatjuk 
elő
a rd r + b(rdpr + ppdr ) + cprdpr = 0
Maximális r -re dr =» 0 , és igy
br +• cpr = 0 /15/
és, ha /15/ -öt / 13/ -ba helyettesitjük, kapjuk
r2 = -- — 2 • M 6 /o.c - ob­
iamét találkozunk tehát a <5 = ac-b2 diszkriminánssal, s /1 6 /  mutatja, hogy 
csökkenésével a nyaláb keresztmetszete nő.
A fent leirt módszer kényelmes lehetőséget ad optikai vizsgála­
tokra, különösen a nem kellő részletességgel vizsgált vastag lencsék álta-
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lános tulajdonságait illetően. Most azonban C3ak a homogénterü gyorsitó- 
csövek példáján mutatjuk be használhatóságát,
Homogénterü gyorsitócső csatolómátrixa a következő alakú
3\TnT- -i 3 Po C\ÍN -1) ( N -0
ZVn 6 K fíj
2 K 3 - Vw
po ( i +\Tn ) ; 2
N = k i­állói _ V0 o a belépő ionok energiájának megfelelő potenciál,
a gyorsitópotenciál, pQ az impulzus, itt pQ = V 2 V 0 > K a cső hossza, és a
térkitüremlést /szélhatást/ nem vesszük figyelembe. A stabilitási kritérium
alapján a cső fókuszál, ha
Z\fÜ
ahonnan a határesetre kapjuk
3VN - 1 3 - \/~N~ < 2
ebből pedig
N- 10\Tn + 1 = 0  ,
fiT = <0 .
Tehát a cső fókuszál, ha N<  ■100 nagyobb N értékeknél defókuszál, 
szór.
A mátrixelemekbe a  ^ korrekciós faktor is beépíthető. Mint vár­
ható, az energiahatár ekkor magasabb értékek felé tolódik, tulnagy jelen­
tősége azonban nincs. A stabilitási kritérium alapján
=
Látjuk, hogy az energia-határok megállapitásához másodfokú egyen­
letet kell megoldanunk. Jóval bonyolultabb a helyzet, ha ötelemü gyorsitó- 
csövet vizsgálunk. Legyen a V0 ^  és V ,V 2 potenciálú szakasz a két külön­
böző térerősségü tartomány, és
V,
1 V
^  N„ = } N 1 = N2 = N , N1N2 =-^- = N
V1 k •
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Legyen továbbá az első szakasz hossza £ , a másodiké K . Ezekkel a meg­
szorításokkal a stabilitási kritérium a következő alakú
3\ZnT - 1 
2 VKT
í_ m - i f  fN i . j o




]-3 — 1 á K
26-3 — - 3-j- *  1





Látjuk tehát, hogy még ebben az erősen leegyszerüsitett esetben is negyed- 
foku polinóm gyökereit kell meghatároznunk. Általában ötelemü csőnél hatod- 
foku polinom szerepel.
További egyszerűsítést jelent, ha y  = 1 ; 5 ; 9 . Gyakorla­




N k > 3250 fókuszál NJk > 2250 fókuszál
Természetesen itt is figyelembe vehetők korrekciók, s a valósá­
gos cső adataival szükséges az optikai tulajdonságokat meghatározni. A fen­
ti példák azonban mutatják, mennyire fontos tulajdonságokról nyújt infor­
mációt a vázolt vizsgálati módszer.
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